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عقرمة اللاي 


يعتير التحليل المركب واحداً من الفروع العصرية الامة في التحليل الرياضي. 


والعملية للتحليل المركب اذكر منها؛ 


1) لايمكن تفسير الكثير من الخواص المعروفة في التحليل الحقيقي إلا بالاتتقال إلى 


الساحة المركبة على سبيل المشال لدينا العايع -؟ قابل للمفاضلة علدا 

لانهائياً من المرات في كل نقطة × < ۸ء قي حين سلسلة ماك - لوران لهذا التابع 

+ ×+ ×+1 متياعدة عتدما | :|15 أي ليست بة على كل 18 

ين مجموعة التقارب |×|<1 ومجموعة 

التباعد | ×1 لاتملكان أية ميزة إضافية عن بقية نقاط 78 بالنسبة للتابع ؟ ولايمكن 

تفسير هنه النتيجة إلا ني الساحة المركية وعندئة نحد أن التابع > - ()؟ يؤول 
إلى اللانهاية في النقطتين فخ > * الواقعتين على حدود 

2) دراسة التوابع الأولية والعلاقات فيما بیٹھا فقد تبه 


تراکیب خطیة من التوابع ا 





۷) حل مسائل فی العلوم الفیزیائیة وافنلسیة 
۷) إعطاء التفسير المندسي لحلول المسائل إذ إن التحلیل الرکب یجمع بو 
والهندسة وا 

بوشر ببناه التحليل المركب فعلياً قي النصف الثاني من القرن الثامن عشر من 
قبل الرياضي ليونارد أولر لكن الاسس النظرية هذا الفرع من العلوم كانت في القرن 
التاسع عشر على يد مجموعة من عظماء الرياضيات أمثال أغوستين كوشي وبرنارد ريمان 
وكارل فايرشتراس. 

ونستطيع القول إن التحليل المركب ينقسم إلى ثلاثة أقسام: الأول يرتيط بالتوابع 
الوحيدة القيمة والثاني يالتوابع متعددة القيم. والثالث للتوابع متعددة المتحولات. 

وق هذا الكتاب نيحث القسم الأول مع اليده في القسم الثاني على أن نکسل 
الدراسة في الكتاب الثاني. أما القسم الثالث فإنه خرج عن نطاق الخطة الدرسية المعلة 
ويترك للدراسات العليد . 

من ناحية التطوير والبحث فلايزال العلماه يبحثون إلى يومنا هذا في حل مسائل 
أغلبها ناتج عن التطور التقني والمتطليات | 

قمت بإعداد هذا الكتابة التحليل المركب - الجزء الأول وفق الخطة المقررة من 
قبل مجلس التعليم العالي وقد حاولت تمييزه عن غيره بحييث يصلح كتاباً لطلاب 
الریاضیات ومرجعاً لطلاب العلم غیر الخصین حیث أكشرت من الأمثلة الغلولة. 
وقدمت التفسیر افندسي والر. 


00001 خغسة فعنول هراسية زفت وق امكو فون 


اللعروف تی التحلیل الحقیقي. فی الفصل الأول نشکل مجموعة الأعداد المركبة © وندر 
روف في التحليل يدي ل لل مر سا رس 


خواصها الهندسية والتبولوجية وتركز على مجموعات نقطية جزئية مغل التحنيات 
والساحات والتتالیات, آما الع اني فقد حصص لعرض أساسيات علم التفاضل 





اني من خلال دراسة صف هام من التوابع المركبة هو التوابع النظامية أو 
التحليلية الوحينة القيمة والني سيكون العمود الفقري لكل الفصول القادمة في 
الفصل الختامي الخامس ندرس سلسلة لوران والنقاط الشاف ذات 
الطبيعة الواحلة. 
اشير الى الملاحظات التالية: 
» جعلت التمارين غير امخلولة محاكية إلى حد كبير للتمارين الخلولة كي يهل على 
الي فهم المادة النظرية للكتاب. 


التفاعل مع المادة النظرية وجعله يستمتع 


يتقديم الاجابة يجهده الذاتي عن عبارتي “لماذا؟" و "اترك تدريباً" مع العلم أن 


أغلب الإجابات موجودة يشكل غير مباشر داخخل النص لكني لم أشر إليها صراحة. 
٭ يكن للقارئ غير المختص في مجال العلوم الرياضية والذي لا يرغب في العمق 
ري أن يتخطى الفقرات التي تحمل ف 


الإجراء شيئاً من تماسك الموضوعات. 


يخرج هذا العمل المتواضع إلى النو, 

وكذلك طلابي وأهلي وتلك المجموعة من شارا 

من یلحظ بعض افقوات الأدبیة والعلمیة والتی لابد من 
قی طبعات لا 


ون قد قدمت كتابا نافعا میل وطننا الغالي وعذراً على كل تقصير. 
2011/811 واش ر لتر 


اطؤلق :د۔ زكريا نوت 





او ابو 
مجموعة الأعداد المركبة (العقدية) والمستوى المركب 
The complex numbers and the complex plane‏ 
درس و هذا الفصل التأسيسي مجموعة الأعداد المركبة © والعمليات عليها 
واصها التحليلية والهندسية والتبولوجية ونتعرف على المجموعات النقطية في المستوى 


المركب لاسيما المنحتيات والساحات والمتتاليات. 


(1-1) الشكل الديكارتي لعدد مرکب: 


(1-1-1) جبر الأعداد المركية: 


نبتي في هذه الفقرة مجموعة الأعداد المركبة © جبرياً ثم نستنتج الشكل الديكارتي 


ونعرض بعض الفاهيم الأساسية 

تعريف (1): مجموعة الأعداد المركبة © هي أسرة كل الازواج المرتبة (ل×) من الأعداد 
ا حقیقیة × و لإ بحيث تتم عمليتا الجمع (+) والضرب (.) وعلاقة التساوي 
فيها كما يلي: 

لأي عددين مركبين (لا.,*) ٠‏ ( دلا,د*) فإن: 

م×+ر5)<(ومیڈ)+(ت) 

(Ys) (KaYa) = (X13 = Ys, XY; + xy @) 

x, =x, & yı =y, )3(‏ ہد (,,ۃ)>لد) 

ينتج من هذا التعريف الحالات الخاصةة 


(0,.حب<د)<(0,,ی×)۔(0,×) ٭ (۵,ہ×+ ب×)< (0,ید)+(0م5×) 





)),۵()×.(>7)(>)0 


>(1ب0)(اب0) قان العند المركب (0,1) -1 أو 1-/-1 هو 


* في امجموعة © علماً بأن المعادلة 1-0+ 2< لاتقبل 


يسمى أ الوحدة التخیلیق 
4 استتادا لما سبق جد أنه إذا کان (ج,۸) <2 عدداً مركباً فين: 
z= (x.y) =(x,0)+ (0.y) = (x,0)+(0,1)(y.0‏ 
تعريفب (2): الشكل الديكارتي للعدد (د») z=‏ هو 
z=x+iy ; i=¥-1,x,yeR 6‏ 
القسم الحقیقي للعدد لو + ×= 2 هو ۴١2‏ = × وقسمه التخيلي هو ”ا = ( 
تأعذ العملیات (+) و( ) و (<) فی (1) و (2) و (3) دیکار تيا الشكل التالي على 
الترتيب: 
(x, +iy,)+(x, +iy»)=(x, +x» )+i(y, +Y:) (7‏ 
( لاود ولابد) أ + (ولارلا- +iys)=(xıx‏ يد). (بوتجي») 
=Imz,‏ تساك =z, t> Rez, = Rez,‏ 2 
حیث رل۳ ×= 2 و لا+ × 
الأعداد ا الصرفة هي التي قسمها التخيلي معدوم ×= 2. والأعداد 
التخيلية الصرفة هي التي قسمها الحقيقي معدوم لإذ - 2. 
مرافق العدد المركب لة + × =2 هو العند المركب: 
)10( لو- 


وطويلته عي العدد ا حقیقي غیر السالي : 





بالتالي تتطابق طويلة العدد المركب 2 مع قيمته الطلقة إذا وققط إذا كان 2 


*«ل-| » داج |. كما أته:لكل 2 


نشير إلى أته يمكن التعامل مع جداء عددين مركب 
حيث نستبدل *1 ب 1- ونترك 1 في مكاتها على النحو التالي: 
رلاڈ + ۷+ ولن× + ۷9×ے (ولزز+ ر×)۔( رلزا +۶×) 
(xX, 0 +xoy,)‏ 
وعليه فإنه لاتوجد ضرورة لحفظ قاعدة الضرب في (2) أو (8). 
أتي الآن إلى تعريف عملية الطرح والقسمة في المجموعة ©. 


ا جموعة ٥‏ هو عملية معاكسة للجمع بالعنى التالي: 





(x +iyı)=(xa +i: 
القسمة في امجموعة 0 هي مقلوب عملية الضرب بالعنى التالي:‎ 


لكل عددين ,2 و ,2 حيث #0 ر2 يوجد علد وحيد ± يحقق المعادلة: 


لاتكون عملية القسمة معرفة كما كان الحال في 
لإيباه الشكل الديكارتي لعملية القسمة نضع زز+» دم 
د2 في المعادلة (19) وتوجد * و لايحل جملة المعلدلتينة 
=X yax +X =Y‏ لرل انی 
الحل موجود لأن معين الأمثال أكبر من الصفر 0 <(إر+ [×) ومجد: 


20 ةم 


لکن لاتوجد ضرورة هنا العمل إذ يكفي ضرب البسط ,2 والقام و2 رافق 


القام 


0ئ : 


تنتج وحدانية حاصل الطرح أو القسمة لعددین مزکیین سن (18) أو (20) ومن 


وحدائية حاصل الطرح أو القسمة لعددين حقيقيين على الترتيب. 





من الأعداد الحقيقية (3,») قإن 2 هو نقطة في جملة 

إحداثيات متعامدة ل509 

على سبيل المثال 7 نقطة تناظر 2 بالنسبة للمحور 0۸ 

و - تناظر ‏ بالنسبة لنقطۃ الأاصل 0 <2 و 2- 

تناظر ‏ بالتسےة للمحور ٥‏ .. اخ. (الشکل 1) الٹکل (1) 


عثال (ا): ليكن 21-1 ,د . 1+ 


1) أبز العمليات الأربع على ,2 و :2 


Im)22 -2;) « Re(22,) أوجد‎ )2 
5 


3) عيّن التابتين » و 8 بحیت تتحقق المساواة = Bz, -a-B+i‏ + رقه2 
الحل: 


1) بتطبیق قواعد العملیات (7) (18) (20) تجدة 


تبة فإن النجموعة © لاتحقق خاصية 


تسل أيهما أكبر العدد ,2 أم .2؟ واترك التأكد 








(2-1-1) خواص الأعداد المركبة ديكارتياً: 


إضافة للعلاقات في (12) - (16) لدينا الخواص التالية: 


الخاصة (1) - تتعلق بالمرافق: لكل « من الأعداد 1,8 


5 22 


23) 


24 


الرهان: من أجل 2=« غجد: 


y, +y:)=(x, +x,)-i(yı +Y¥:) 
=x, iy, (+) ~۷ (= +2 
ومن مبدأ الاستقراء الرياضي محصل على المساواة (22) وبنقس الأسلوب نيرهن‎ 
)23( صحة المساواة‎ 


أما (24) فنجدها كما يلى: 


0ے ب2 


في الحالة الخاصة إذا كان .= 2 = ,5-2 غجد من (22) و (23) أنة 
ات تس #مدهم 
تیم :2) صحیحة عتدما صحیح؟ المي 
لے ب هل تبقى (25) صحی > عدد صحیح! 
عقال (2]: أثبت أنه إذا كان ,2 جتراً الحدود المركبة: 


م8 +..+ ,+ 2= (2) ,2 وکانت جيم الأمثال ب = 





لحالة الخاصة يوضع .2 في المساو 


نجد 2,(=0) ,2,[=۴) ,۴ عا يعني أن ,7 هو جذر لكثيرة الحدود ,7 


هل ييقى ,3 جذراً ل ۲ إذا م تکن جيع الأمثل , حقيقية صرفة؟ ر 
ي الجبر: ” لكل كثيرة حدود مركبة من 
الدرجة « تماماً ه من الجذور في المجموعة © مع مراعة عدد تكرار كل جذر" 
عثاك (3) حل المعادلة ±0 د :0= +2ط+ ”عه في النجموعة € حيث 0,0,8 ن 
مركبة. 
الحل: كما هو الحال بالنسبة للمعادلات 


علی 8 تبد: 


حيث عهلة- *6- فى و أش/ه يرمز لإحدى قيمتي الجذر (انظر 1-4-1 ) 
الحالة الخاصة إذا كانت 8 و 6 وء حقيقية صرفة فإن :3 - ,2 (المثال 2) 


بالطويلة: لکل ھ من الأعداد ھ,آ<٤ا,‏ ۷+ ی×< ںھ یکون: 





أما لبرهان المساواة (27) فيكفي رد 
واستخدام المبرهن أعلاء 


في الحالة الخاصة عندما 


)28( 


هل تبقى المساواة (28) صحيحة إذا کان 8 عدداً صحےح؟ اسم خی ضحبےہے 


الخاصة (3) - تتعلق بالتراجحات: لكل 2 و ,1= ۸ : لاج 
ا متراجحات الثاكیۃ 

Rez|+| Imz‏ |كاءع |كاععه |کءھ 

Imz<|Imz|s|z|S| Rez|tl Imz 


|+| اكلية+ اکا اکا ا-اے) 


Easel 


المتراجحات المعروفة: 





x >| × |= >+ > +‏ 
xl+ly|‏ قرول > قرم تولك قل ناكلا 
تحصل على المتراجحات في (29) و (30) 


راجحة:| 22|+| ,2|>| 


(:2(+۶,۱)“ء بد|+ا :2اا 


باخذ الجذر التربيعي الحسابي ل رفي المترلجحة “(| 2[+| 2اک" ی2+2| جد 


/ 
ثانياً - المتراجحة | و2 + ,|5 | يلة- ,2| واضحة (لاذا ؟). ها 
ثالثا - نبرهن صحة المتراجحة | و2- ,||| 22 |-1 :12 
من المبرهن أعلاه لدينة 
,2-2 ×(-|(2| <+| ,د[+| ب2- ٭|ک| ۃھ+(وۃ- 2)[<ا 2ا 


هد| +| 5-ر2( 
| 2-2 ,2| :“اکا ااا 
بملاحظة أن |2|دة- يه |2إكه خه|2إك|ء| ووضع 


,2 ء ید المتراجحة المطلوية. 


بالاستقراء الرياضي نمحصل على المتراجحة المثلثية في (32) 


الخاصة (4) - مفكوك 
خا , 








اترك إثبات صحة الخاصتين تدريباً 


كيف تصبح (34 ) عندما 1 عد صحيح سالب ؟ 


'ول هو الجداء الداخلي (السلمي) لالا+ :5× <(,2ب5) والثاني هو النداء 

الخارجي (الشعاعي) لاد*- دلار»: -[:2,,2] لكن أيأ من هنين التوعين لوحد لايحقق 
اشروط الحقل في حين الجداء المركب یتر وفق القاعدة (8) يجمل المجموعة © حقلاً 
اللاذا؟) يدعى حقل الاعداد المركبة ولدينة 
G5)‏ [5.2]ف+(يه,5) دبع 
(2-1) الشكل القطبي لعدن مركب والمستوى المركب ©: 
(1-2-1) طويلة وزاویة عدن مركب: 

إن التقطة (.5) بالتالي العدد الرکب ((۴) >2 تتعم في المستوى الديكارتي 
× بفصلها 2 26 - عر ترتيبها 2 1۳ = لا أو في المستوى القطبي ببعد النقطة :2 عن 
نقطة الأصل © وليكن : والزاوية © الكائنة بين الاتهله الموجب للمحور ×0 والشعاع 


الذي ييدأ من © وير من 2 ونستطيع القول : إن العدد المركب 2 هو نقطة أو متجه. 


تريف (1 المستوى المركب © هو المستوى الديكارتي الني شل عليه الأعداد 
المركبة كنتقاط أو هو المستوى القطبي التي عليه الأعداد المركبة كمتجهات 
وقي هذا المستوى نسمي 0 احور الحقيقي كوته يحمل عليه الأعداد الحقيقية 





الصرقة * و /إه انحور التخيلي التي يحخمل 


التعميم :اليعد بين النقطتين ,2 و > في المستوى © 


هو 


(x-x,) +(y-y,) (2 


حيث ,لإذ+ ,* - ,كا ۔ ۷ +×-2. (الشكل 2). مو 

واضح أنه في المستوى الديكارتي کل عدد مركب # يقابل نقطة وحيلة (:0) 
وبالعكس ولديئا تقابل واحد لواحد 

أما في المستوى القطبي فإن لكل غدد ‏ طويلة وحينة * وعدد غير منته من الز 


© وهنا التقابل هو واحد لمتعدت الأمر الني يلعب دوراً مهما في التحليل المركب 
و بل هو وا چوس بج یل اثر 


لاسيما عند دراسة التوابع المتعددة القيم . لذلك نتوقف أولاً عند زاوية علد مركب. 


تحریقے (2): الزاوية (السعة) #2 -© للعدد المركب غير الصفري 2 هي مجموعة 


الأعداد الحقيقية التي كل عدد فيها يصلح أن يكون زاوية بين انحور "0 والمتجه 2. فإذا 
كان ,م هو أحد هذه الأعداد فإن: 


o=q, +2xk ; kez 6 








هندسياً محصل على © من ,© يتدوير المتجه : علدا صحيحاً من | 
النقطة 0 > 2 ونعتبر 0 <ص إذا كانت جهة الانتقال من *08 إلى 2 تخالفة لجهة دوران 
عقارب الساعة و 0 > م مخلاف ذلك. 

تحليلية من المثلث zه×‏ (الشكل 1) لدينة 


y=rsinp (4)‏ ,„, مومع 


بالتالي ۶۷ و 
r ¥‏ 


2 
cose ETE مو‎ (5) 

إذا فرضنا أن (,) معلومة فإنه لإيجاد الزاوية © ينبغي حل جملة المعادلتين في (5) 
حلام شتركاً بالتسية ل م. وإذا لاحظنا أن #ومه > (251 +06)0ه و 
0م - (251 +م) هه قبن لهذه الجملة عدداً غير منته من الحلول 8#كه - م مما 
أن زاوية العدد المركب 20(2) ليست وحيدة التعيين بل لانهائية التعيين. 


لنلاحظ أن الزاوية © تحقق المعادلة: 


(5) بالنسية ل © (لاذا ؟). 
يجب التفريق بين الزوايا ,ب , )27+ م ال 

وبين المتجهات (©,) , (251+ ,0.؟) المتطابقة هندسياً 
وهكذا فإن التقابل بين مجموعة الأعداد المركية ومجموعة التقاط (3,*) في المستوى 


الديكارتي هو تقابل أحاديء بيتما التقابل بين مجموعة الأعداد المركبة ومجموعة المتجهات 


(©,5) في المستوى القطبي ليس أحادياً. وبغية الحصول على تقايل أحادي ندخل مبدفيا 
التعریف اغام ١‏ 





(3): الزاوية الرئيسية (العمنة) 2 8ش للعدد غير الصفر 


ية 3782 الواقعة ضمن الجال نصف المغلق [: 


إذا فرضنا أن ج801 هي القيمة الرتيسية 
إذا فر 5 هي ر 


المجل (5,5-) تجد من الجملة (5) والتعريف (3) (الشكل 3) أن الزاوية الرئيسية 


ع۲ تحسب تبعاً لوقع النقطة لرآ+ × =2 في المستوى © من خلال العلاقات التالية: 


Arotg > ×<0 
x 


y 
شيعم +ع ا‎ x<0.y >0 
x 


+ Arctg × >0, >0 


ts z€ox* ¢» Arg =0‏ ۱ ده 
2 د 2=iy ; y> 0 4 zeoy' e» Arg‏ 
2=X ; X <0 ts zeox‏ 
zey‏ ج 0> ¥ ; >2 

بع الأول (1) أو في الربع الرابع (1۷) 

لأولى قي (9). وإذا وقعت 2 في الربع الثاني 

(11) تطبق العلاقة الثانية: وأخيراً العلاقة الثالثة تخص حالة وقوع 2 في الربع الثالث 


(uD 


ان 0 > 2 تھ فی الربعین 11آ و 1۷ 





أما القضايا في (10) فتبين )2 


7 
الصفر وتساوي > 


النصف السالب لوه مر 


الشعل (4) 
ينتج مما سبق ما يلية 
1) لكل عدد مركب غير صفري 2 زاویة ر 


ئيسية وحيلة والتقابل بين مجموعة الأعداد 
المركبة ومجموعة المتجهات (7 ۸۲8.) هو تقابل أحادي. 


ملحوظة: من اجل 0ۃ الزاویة غیر معینة 


2) أخذنا اغل نصف المغلق [7,7-) في التعريف (3) للمحافظة على وحدانية التعيين 


للزاوية الرئيسية 2 ع۸1 عندما 2 د 0 وكان باستطاعتتا أخذ امجال (۸,۸-] 
وعندئذ #--2هنة عنلما 32 جه .1 


ر من هذا إذا أخذناجالاً آخر فين 








العلاقات (9) و (10) تفقد صحتها للاذا ؟) ويُستعاض عنها بصيغ تكاملية 
(انظر 2-3). 

تلفت الاتتبله إلى ! نا تستخدم العلاقات التحليلية (9) عتدما يتعذر علينا إيجاد 
ئيسية 2 چ۸ هندمياً على سبيل المثال واضح أ (iD Arg(1+i‏ 
Arg(-1+3i)=r-Arctg3‏ 


من الأعداد 2 التالية: 


Argr=0 , argr= 


Arg(-ei)=-«/2 ,arg(-ei)=-Z+ 2k 


-1=> Argi" =r, argi“" 


Are(-3-4i)=-x+ Aretg> , arg (3-4) = 


عبرهنة (1) - علاقة أولر: لكل علد حقيقي ‏ د۴ تصح العلاقة: 


e” =cose+isinp 





(5)9 هوحل للمعادلة 


لتفاضلية 0 (6)9+(9)"؟ وتعلم أن الل 


العام هذه المعلدلة هو: 101و + روم =A‏ ”= (ل)؟ 


الآن تحدد 4 و 8 


لا لديتا 
f(o)=e™ = A.coso + B.sino‏ 

f'(y)|, =ie" =-Asino + B.coso = 

.)11( وباستبدال ل ب © شكلياً جد العلافة‎ ۴)۷( cosy +isiny 

بوضع «- بدلاً من © في العلاقة (11) تجرد 


)2( و هلوز - ووه 


هل تبقى العلاقة صحيحة إذا استيدلنا العدد الحقيقي © بعدد مركب 2؟ 


في الحالات الخاصة من (11) و (12) لدينا مثا 


qeR 
و 9دا = ر في الشكل الديكارتي لاا+ ×= غصل‎ × =۴٠١59 بتحويض‎ 


على الشكل القطبي المثلثي للعدد غير الصفري 2 


r(cosp+îsine) 04‏ 
(11) جد الشكل القطي النيبري: 


z= 


2 


وباستخدام غلاقة 


(5) 





تعريف (4): الشكل القطبي للعدد المركب غير الصقري 2 هو إما الشكل القطبي 


(14) أو الشكل القطبي التيبري في (15). 


تتيجة (1): کل عدد مرکب (۴۵) <2 یکتب بشكل ديكارتي وبشكل قطبي وللانتقال 


القطبي ينبغي إيجاد الطويلة 7 والزاوية © من 


عبارتيهماء أما للانتقال من الشكل القطبي إلى الديكارتي فيجب إيجاد القسم الحقيقي 
62 = × والقسم التخيلي 12 = لر باستخدام علاقة أولر. 

شير إلى أن طبيعة المسألة المدروسة تفرض الشكل الآنسب الني يجب التعامل معه 
على سبيل المثل عند التفسير الهندسي لعملية الضرب ورفع عدد مركب لأس كبير 

من الأفضل استخدام الشكل القطبي (انظر امال 3 لاحقأ). 

عثال (2): 

1) اكتب كلا من الأاعداد 2 التالیة فی الشکل القطي: 4+31 

والأعداد 2 التالية في الشكل الديكارتي: c08 E- isin‏ 

الحل: 


٩= A22 تبر‎ )1 


z=e=e+io , 


+= 3i =0+3i 


3 3 99 99 
سنو سس سس و 


1 
وھ 





(3-2-1) خواص الأعداد المركبة قطبياة 


واضح هندسياً وتخليلياً أن تساوي عددين مركبين قطبياً 


©1 162 غ254 + يبد رو ع پک سے جم 


072 


نتابع عرض الخواص للا 


الخاصة (6): لكل ه من الأعدا: 
®( 


)19( 
الرهان: 
مهد حسب العلاقات المثلثية الحقيقية: 
(يجهافا+ يوذم) (ي متعا+ روومه) - دن عن 
)»9+ م) منوا+ زر + رم )وم - 


ومن مبدأ الاستقراء الرياضي تجد أن العلاقة (18) صحيحة. 


- سل حصل علی الساواۃ (19) ماذا؟ 


في الحالة الخاصة إذا كان ,2 - 


20) 


ولنلاحظ أن هذه العلاقة صحيحة لکل عندد صحیح 8 (لاذا؟) واتها تسب 


sin gy cos Ys sinnp gy cosne 








من جاتب آخر من المساواة | م2 | 


(18) غيد أن: 


(24 


في الحالة الخاصة: 
argz =nargz 25‏ 
هل تبقى امساواة (25) صحيحة إذا كان 8 عدداً صحيحا؟ 


شير إلى أنه لايمكن استبدال ۶ه ب ۸8 تی أي من العلاقات الثلاث السابقة 


على سبيل المثال إذا كان 5ع ,2 و 1- > و2 فإنة 
3 3 
Arg (2,2, )= Arg (-i)=—=#Argz, + Argz, 5‏ 
متی تستطیع البادلة؟ 
عقال (3): احسب القیمة 1 للمقدار جل 
(1-i)‏ 


اخ 


يظهر هذا امثال أهمية الانتقال إلى الشكل القطبي أولً. لأنه بدون ذلك یتوجب 


ائی حد تیوتن (الخاصة 4) وهنا الإ 





(3-1) التفسير الهندسي: 
وجدنا ُن للقدار ا حقیقي غیر السالب | ,2-2| يثل هندسياً البعد بین النقطعر 


2 و2 في المستوى 


السابقة لاسيما المتعلقة بالتراجحاتء إضافة إلى إمكانية التعبير عن معادلات الدائرة 


والقطوع ...الح بالصيغة المركبة مباشرة وقبل هذا كله نفسر العمليات في الجموعة © 


هتسلا 
1- التفسير الهندسي للعمليات الأريع: 
إذا كان 1,2 ×۴× ۷+ ×× ےھ فان: 
> ت (ولاع ہر)×+(و×ط x+iy =2, 2, = (x,‏ 
بما يعني هندسياً أن حاصل جمع العلدين ,2 و پ2 هو 
متجه 2 ناتج عن جمع المتجهين ,2 و ,2 وفق قاعدة متسوازي 
الأضلاع إن حاصل طرح العلد وت من ,2 هو متجه ناتج 
عن جمع المتجهين ,2 و - وفق ذات القاعدة (الشكل 01. 


إذا كان 1,2=) ; =2 قبن 


بما يعني هندسياً أن حاصل ضرب العددين و و2 هو متجه 2 ناتج بشدوير 


المتجه ,2 زاوية قدرها ,م وضرب یہ یہ (الشکل 2)۔ 








وحاصل قسمة العدد ,2 على 0(2 ,2) هو متجه 2 اتج بتدوير المتجه ,2 
أوية يه- وقسمة ,5 على ,5 (الشكل 3). 


فمثلاً ,نه هو دوران فقط ل ,2 زا 


* وتكبير ل , بمقدار 4-2-2 یہ و ,1+1(2) دوران ل 0 


2¬ 5 


=2 يكقي انطلاقاً من الضلع [,0,2] إنشاء 


من أجل رسم متجه الجداء 


المثلث ,2ه المشابه للمثلث ,012 (الشكل ٦4‏ 


الشعل (4) شكل (3: الشعل (2) 


أما لرسم متجه القسمة ك =2 أو متجه الجداء ,2 فيكفي إنشاه المتجه 
,2 ي 


-ه انطلاقاً من المتجه ,2 وتطبيق حالة الجداء 
لیکن * متجھاً معلوماً ولتأحذة 


أولاً نقرض أن 1 > |2| . نرسم العمود على المتجه 2 والمار من النقطة 2 فيقطع 


فيقطع هذا المماس امتداد 


من تشابه المثلثين ي02 و “بتي 





الشكل (5) 


النقطة ٭* بالنسبة للمحور *0 تجد النقطة 1 عو 
2 


إن المساواة (2) هي عملية تناظرية بالتسبة لداثرة الوحدة وعليه فإننا نهد النقطة 
© في (1) من 2 بعمليتين تناظريتين متتابعته: 


الأولى بالنسبة لدائرة الوحدق والثائیة بالنسیة للمحور افقیقی ×0 


الآن إذا كان 1 < |#ا فإننا نتشى العملية | 
بعد ذلك نجري العملية ا 

أخيراً إذا كان ١‏ > || ف 
2- متراجحات المثلث: 

المتراجحات الواردة في الخاصة (3) هي تعبير بلغة الأعداد المركبة عن حقائ 
الهتدسة الت 


تعني أن طول ضلع في المثلث الذي رؤوسه ١‏ , 2 :+ ,2 أصغر أو يساوي 


جموع طولي الضلعین الآخرین, وأكبر أو يساوي طول فرق طولي تلك الضلعين 





لنلاحظ أن المساواة في المتراجحات السابقة تتحقق إذا 


بن أو كان أحد العددين ,2,2 صفراً للاذا؟) 
3- الدائرة والقطوع في المستوى المركب: 
بنا على تفسير المقدار | ,2-2 | فإن المعادلة (الشكل6): 
lz-z r ; r>0 0)‏ 
تمثل في المستوى © الدائرة 


اقطرهاء. والمعادلةة 


1 
<-۱ )0( 


(الشكل7) هي القطع الناقص الني عرق ,2 و ب2 


والمعادلة: 


1 
2-2 |-lz-z, [= 2r ; >>| -,| (5) 


(الشكل 8) هي القطع الزائد الني حرقاد ,2 و ,2 


بسهولة نفسر هندسياً متراجحات مرتبطة بالعادلات 

فمثلاً التراجحة: 0< , +>| ,1:22 تمثل مجموع النقاط ‏ الواقعة 
داخل الدائر: (3) بدون نقاط الدائرة ذاتهل أي قرص دائري مفتوح (الشكل 9). 

والمتراجحة 0ء , ۶ک 2-]: گا هي القرص السابق مع نقاط الدائرة 
أي قرص دا ثري مغلق (الشكل 10). و ۵ D:0>|2-2, | >r,‏ هي القرص ۸× 
لوت مركزة ,2 (الشکل 11)۔ 


و0<ء<ھ : تح 2-2 [>: الحلقة الدائرية المفتوحة التي مركزها ,2 


وتصف قطرها الصغير ‏ والكبير 8 يدون نقاط حدودها (الشكل 12). 





الشكل (12) الشعن (11) الشعن (10) الشکل (9) 
والتراجحة 2-2,|>۴|ك٣:‏ 2هي الحلقة السابقة مع نقاط الدائرة (3) فقط 
(الشكل13). والمتراجحة 2-2۲ [:کا مجموعة النقاط :2 الواقعة خخارج الدائرة (3) 
بدون نقاط الدائرة ذاتها (الشكل 14) و ١ا K:|2-2,‏ هي امجموعة السابقة مع 
نقاط الدائرة (الشكل 15). 


e, 


الشکل (14) الشعل (13) 
8-7 [+],2-2|]ھي داخلیة القطع الناقص (4) بدون 
نقاط القطع (الشكل 16). 
وتشل المتراجحة: 2۳ > || -2|+ د- :2 |)داخلية القطع الناقص (4) مع 
نقاط القطع (الشكل 17) والشكل (18) ممثل خارجية القطع مع نقاط القطع. 


کک 
اج 


الشكل (7 الشکل (16) 





أخيراً المعادلة: (الشكل19) 
|-|-|ح,2-2| 
مثل مجموعة المتساوية البمدعن ال 
2 و ,2 قهي بالتائي معادلة المستقيم العمود على 4 
القطعة الستقیمة [,2,,2] وامار من منتصغھا سے بت 
لتلاحظ أن السهم في الرسوم تعني أن مجموعة النقاط موجهة أو مرتبة وبدوته محصل 
على مجموعة نقاط جبریقہ 
عثان (1): أوجد الل الندسي في المستوى المركب لكل مما يلي: 
) اموعدم >(2+1-1إ 


¬ <a (z+) 04 ک-(30-ع) وھ‎ 


2 


|2- 


[{Rez+ Re(iz+1)} <2 


الحل: 

1) المستقيم الذي يعامد القطعة [2-1] وير من متصفها ويصبح عورا هله القطعة بعد 
توجیهه 

2) القرص الدائري الفتوح الني مرکزہ .+1- ونصف قطرہ 5<3.14 

3) الشعاع غير الحدود الذي بدايته 31 وزاويته مع '0 تساوي © (الشکل20). 


4) تقاطع القطاعين الزاويين کک (+ع) سو اچ فهو القطاع 


ير اغدود الذي رأسه ف وضلعه السقلى كل ee )z+(‏ والعلیا 


€ 





تراجحتين (الشكل22). 


ات 
انتيج1: المعادلة "©, - ,2-2 تعن هندسياً احدى ا حالات: 
"١‏ نقطة عندما ۲ و ص مثبتا 
*. شعاع زاويته © عتدما ۴ متحول ”+ 0۲ و ب ثابت 
** منحنى ما بدایته ,2 عتدما ‏ و © متحولين. 
* دائرة مركزها ,2 ونصف قطرھاء عندما ٢‏ ثايت و متحول يغطي لمجال [0,25) 
في الحالات الخاصة يمكن أن تكون 1 ,2 و 5-1 وحينئذ نحصل على دائرة الوحدة 
(4-1) قوة عدد مركب - الجذر النوني: 
( 1-4-1 ) اس القوة عدد عادي غير صحيح. 


تساعدنا علاقة موافر م۶ 


يكون الأس 80 > م عدداً صحیحاً وت 


في حساب ”2 والمبرهنة التالية تعطيناحل هذه المسألة 


القيم المختلفة مثتى مثتى. 





1 2 


الإثبات: بداية لدينا ''”*> تہ تکافئ المعادلة: 


٠ (3)‏ ۴ن 


يتم المطلوب بحل هذه المعادلة بالنسية ل © 


أصبح لديية 2م 


لكن القيم المختلفة متنى مثنى في هذه العلاقة 
محیدھا بإعطاء ءا القیم من 0 وحتی 2-1 للاذا؟) والعلاقة 


(1) صحيحة. 


الدائرة التي مركزها المبدأ ونصف قطرها "۹/۳ (الشكل 1). 
تعريفت (1): القيمة الرئيسية للقوة “2 هي العدد ,2 الذي نمحصل علينه يوضع 


(1) ي‎ k=0 








في الخالة الخاصة القيمة الرئيسية للقوة *' 
رت 


نشير إلى أننا بدلاً من العلاقة (1) نكتب أحيانة 


6( ہے ا 
تطبيق (1) - قیم الجذر النوني للواحد: بوضع 2-1 وملاحظۃ ان ٣-1‏ 0- تم نی 


العلاقة (2) تجد أن: 


٦0 


ا 
( ...ہ1 


بالتالي يمكن استنتاج جميع القيم .3 من القیة "'“ 


من خلال العلاقة: 
060 


وبذلك نستغني عن تطبيق العلاقة الواردة في المبرهنة 0 رة 


تبين العلاقة (9) أننا تجد 2 بتدوير المتجه , ,2 زاوية قدرها 2 ولتلاحظ أنة 


)10( [ ر ھا کے 
عثال (1): احسب: 1) 


شا 





انتبه: 4/2 هنا حسابية وينسحب هذا على كل القادم 
(2-4-1) أسس القوة عدد مركب غير عادي- لوغاريتم عدد مركب. 


لیکن ۸۶0 لماذا؟.وجدنا أن ف 





نتساعل كيف محسب القوة ”4 إذا کان ٣‏ >۶ عندحقیقي غير عادي وغير 


صحيح أو كان 0+» :8ذ+» -2-م ؟ 


ي © للأس 2 وترمز له ب 10۸ .أي هو ذلك الأس 4 


:"© مساوية ل 4 : 


يش ها+ به ماح زيهبة)ما 
لإيجاد صيغة رياضية تحسب 108 نضع في (13): 
۰۸ لمك يخرة - ف , * 
وعندئذحسب (13) یکسون 18:8۸+|18|۸- 18۸ ولكن 
0+ ۸۳۵۸ - ۸ ومن . بالتالي: 
a, =lnA=ln| A| +i(ArgA +2rk) (14)‏ 


تبین (14) أن عدد القيم المختلفة مثنى مشنى للمقدار ۸ |١‏ غير منته ويأتي 


الاختلاف من هاا دنة (لاذا؟). 
كما أن الغرق قيمتين من القيم .3 هو الثابت التخيلي البحت 2814 
على سبيل المثالة 





0 (3): تعرف القوة *4 عنلما 38 علد غيرعادي وغير ضحيح أو 


18+» -8 عدد مركب قسمه التخيلي غير معدوم 0 » بالشكل: 


الأول: فيه 7 علد صحيح وعندئذ د "۸ قيمة وحيلة 


لغار نے / 1 رر ا جحریں 0 
الثاني: فيه "= ۲ علد عادي بسيط غير صحيح وعندئذ ل "۸ تاماه من القيم 


الغالث: فيه 8 > عدد حقيقي غير عادي أو 0٭ء :10+ - ٢٠٢‏ وعندئذ ل "م 
عدد غير منته من القيم المختلفة مثنى مثنى لكل ثابت مركب مفروض ۸. 
عننما 4-0 فان *0 غير معرف (لاذا؟). 
تسريف (4): القيمة الرئيسية ل ههاء *۸ هي تلك التي توافق 0 = K‏ ونرمز ها ب 
حمسا ,(۸4) على التر 
لمعم ةزه | ماد 
/ معاي 
ينتج من (14) و (16) أن: 


ہ2 +۸صا- ۸دا 








مثال (2): احسب 1۸ا عندما تقع ۸ ,على اغاور الإحداثية 


> 0- ون۸ 3 0<ع دع مہ 'جء۸ 
nx =ln|x| +2rki; x >0‏ .۔إ×|ماء ما ے 
e z=iy; y> O3 Arg(iy)= 7‏ “زوع م 


Ln(iy)=inly|+, In(iy) = Lniy + 2rki; y > 0 


Aeox )م۸ ک0 >× ددع ےہ‎ × < 
Lax =ln |x| +i, lıfx = Lax + 2rki; x <0 


Aeoy + z=iy; y <O>Arg(iy)=—7 = 
Ln(iy)=1n| yl. In(iy) = La(iy)+2rkî; y <0 


استنتج قيم “4 عندما تقع .4 على أحد الخاور ثم أعد حل التمرين بذ قيمأ 
عددیة ل 8 ,۸. 


في الختام نشير الى انه لا يمكن استبدال 18 ینا بشکل عام اللاذا؟) وبالتالي 
ينسحب هذا على ,["8) أي أن: 


Ln(A,A,)#LnA, +LnA, . تدزدء ["زيحية)]‎ 


متى تصح المساراة؟ وضح بقيم علدية 





تھارین حلولة- اأجموعة الأولے 


Im G .-cos+isin 2. | 
7 4 أ‎ 


1+1 3 


1- بتوزيع إشارة المرافق على بسطي ومقامي العدد العطی * جد أذ 


9 3 
2ج +ج-ے ع۸۳ 7ل l2l‏ 
ا 66 


Imk<o; mz>0,2#0 2 Re(iz)=-Imz (1 
2 8 ا‎ 


3) إذا كان 0= وجب2 فما 0= ,2 أو 0 4« |Rez|+|imz|‏ 


5 / لے‎ 
Ea ; rek, lat 6 azz 2Ê +z, ۳+25 تد)‎ (5 


۴۰ اک ]ہم E‏ 


argz-arg(-z)=r(1+2k) ; 2#0,keZ 





Re(iz) = Re[i(x+iy)] 
لاجد‎ 
× + <0 والمقدار الناتج أصغر من الصفر لأن :5ا > لا موجب فرضاً و‎ 
بفرض 0 2. عندئذ نجد:‎ )3 
0 2ے 0= ,| بدت‎ -0 :|]2۵ 
2, 0 بنفس الأسلوب نجد أن 0= 2, عندما‎ 
إذا کان ۸۵2 =× و م1 > بن فإن:‎ )4 
(xl+ly) 
لا+ 21510151۰ و‎ 
(۴“2)×۴+۱×۴ر(+ ۱۷۴+ ۲×(+۴۴ک ڈ([(+ا×)‎ 
بأد الجذر التربيعي الحسابي يد المطلوب.‎ 
وو ہیں‎ (5 
2۳ +[ 2 ۴ بترع)ط‎ +7202 2 ۴ +2) 


6) يكفي الاستفادة من المساواة السابقة(كيف ذلك؟) 


7) بتصتغير المقدار *(| | ,ا)2 نجد انه لکل ۸<0 





1+2k) :kez 6‏ 
لال ب 
تحرين (3): اكتب كلاً من الأعداد التالية بصو 


1-31 2 21-30 


الحل: نرمز ب < غاتمه للقيمة الرئيسية. 


-3i = 0ew 


4( 
الو ب 
تمرين (4): أثبت أ 


الحلك: نقدر البسط |1+ 2| من الأعلى والقام [1- "2 


17 


7-1 





(مد+وامه (سیج, (مط+مائہ دو 


1 
الوب 3 
تحرين (6): أجب عن الأسئلة التالية: 


1) ما هو مركز ثقل ١‏ من الجسيمات المادية كتلتها 
,2.2 على الترتیب؟. 

2) متى يكون المثلث التي رؤوسه ,<,2 متساوي الأضلاع ثم قائم الزاوية؟ 

Ga‏ عاھو التفسیر الفندسي لکل من |(ب5) طا| ,( ,2 3)5,“٭2؟ حیٹت ۴ € ں؟ 

الحل: 


1) مركز الثقل هو عند النقطة 


m2 +...+ m2, 
2 


پل +...+ پ0 


2) يكون المثلث متساوي الأضلاع إذا وققط إفا كان: | ,<- إا ,ع 
ويكون قائم الزاوية في النقطة ,2 مثلاً إذا وققط إذا كانة 


f‏ وو | + ,22-2" 2- و2 | (مبرهنة فيثاغورث) 





ز×+ ن×>(بئ5)ء عشل الجدار الداخلي للمتجهين 
(د.»)د ةن و (ولا×)“> ب2 

ختاماً 2٥“‏ هو دوران للشعا ية » حول المبدا 
تمرین (7): أثبت صحة ما يلي: 
1) تكون ,2,,2,,< واقعة على منحن واحد إذا وفقط إذا كان: 

اءء : (2-بع)ت- ,2- ر2 
2) المستقيم ,1 المار من ,2 و يذ يعامد المستقيم د املو من ,2 و ع2 إذا ونقط إذا 
کان: 

3) معادلة الدائرة في المستوى المركب ها الشكل: 


22+3z+aZ+b =0; aã-b>0, beR 


الحك: 


1) نعلم أن الشرط اللازم والکافی كي يكون الشعاعان بهو 


ان یرتبطا خطيے أي ٥68‏ ; رهه = ,3. بوضع 2-2 


ید الطلوب۔ 


2 لتكن 050>2 : 





رجبة التي ضلعها الابتدائية منطبقة على الشعاع ,2- وي وضلعها النهانية 
على الشعاع ج2- ,2. بالتالي يتعامد المستقيمان ہا و یا إذا وققط إذا كان 


9+8 + عق + ثب + *)» جد المعادلة المفروضة 


تحرين (8): ليكن | 


من أن | ,لوه 


قد تاج 


بنقس الأسلوب تبرهن صحة المساواة | 22- ,2 |-| 2 
يكون المثلث السايق مرسوماً داخخل الدائرة 2-[2| عندما 
والنقطة 0 > داخله. 


تحرين (9): أوجد معادلة القطع الا ائد الذي يمر بالنقطة 1+3 وبحرقاه خد ثم معادلة 
القطع المكافئ الذي دا 





ا حل: تعطى رع الزائدة التي حرقاها 3+ بالعادلة: 


باستخدام تعريف القطع الکافی تد العادلة 52+1 
ترين(10): صف هندسياً جموعة النقاط < التي تحقق كل عا يلي: 
3-١ © 2+if=Im(z+2i) (1‏ داع 

- sare (z-i)< € : ءء‎ (G 


Rez+ Re(iz+1)<2] 
1 ا‎ 6 


ae(2+1)> |‏ | 
07ؤ و 


x (y+1/2) _ 
E 
= 4x التطع الکانی‎ 


3) المعادلة 2× وقٹثل التقیما لإ عندما0 ٣>‏ وحزمة قطوع زائلة 


1) معادلة الدا 


محورها امحرقي *0 عندما ء > 0 وأخيراً حزمة قطوع زائدة عورها ارقي لإه عندما 


)z-1( =2‏ عم والنهائية 


5 ل 








06:77 وب حا یح کو ہر کرد 
1-×>- ل۷. آما اللتراجحة الثانیة قھی القطام ال 


ي الذي رآئسه 1- وزاويته أكبر 


5 
من ع ويدمج التراجحتین تجد امحل المندسي المطلوب. 


رين (11): احسب قيمة (أو قيم) القوى التاليقة 


ل 


1 


1 1 
الأس ۾ عدد كسري بالتالي للمقدار 6 قيم غتلفة تی 


مثنى هي قيم الجر 





7 


كرين(12): لتكن 7 0= kK‏ :يه قيم 1/ا. أثيت أنة 


ب-2)..۔(ی2-ع)ل2-2) 


I+a, +a +...+af 


1+a, taf +...+af 


من جانب آخرء بجا أن أول ١‏ قيمة للجذر آ۷ خحلفة مثنى مثنى. 


وني الوقت تفه يوجد للمعادلة 0 1-2 تاماه من الجدور المختلفة واحد 


ہی می 
ج۔ 
2) من الساواۃ (*) وبعد ملاحظۃ ان ۵-1-0 او 1-8-0 ند الطلوبِ 


تحرين (13): حل كل من المعادلات التالية: 
z=1+iN3 (1‏ . 2( 51-0+ت([-+ا) 


a =e =e 5 
18i, 2, «iH 


حيث 181-3-31-/. إحدى قيمتي الجذر, ماهي القيمة الثانية هذا الجذر؟ 


2 تجد المعادلة 1-0+)2 + 2 ولآجلهة 








ارين غب حلولة - امجموعة الأول 


تحرين (1) 


۵) اوجد 8۶ , 2 ,|| , a82‏ لکل مین: 1 د گوزوزم گُووت+ا 


)1-1()1-2:()1-31( `-1 احب:‎ )b 


0; Rez>0,z#0 (2 Im(iz)=-—Rez (1 تحرين (2): أث‎ 


7 


3) اذا کان ,2+ ,2,2,2 عددان حقيقيان سالبان فإن ,2.2 هما عددان حقيقيان 
z#1‏ 
F +12, F)‏ د )2 ع ,2-2 |+ 
e arta, = argz‏ 
7 مساواة لاغرائج: ا قہ۔-طہ 


لأي ثوابت مركبة .1= ٥,3,‏ 
kez 6‏ ; 


۲ 3 
رين (3: ہے رو آ2 
بابسط شکل مکن 


تمرین (4): بفرض 3 = إ#ا. أوجد حداً أدتى وحداً أعلى للمقدار 


تحرين (5): استفد من علاقة أولر لإيجاد قيمة كل من 


ولد غه 5-3 , اوہ ڈھ د 5 


3 7 








قرین (6): أجب عما يلي: 
1) ما هو مركز ثقل أربع جسيمات كتلها 2 
ان اقرب 


2) أثبت أن المثلث الني رؤوسه 1= 2 , 


3) احسب الحداء الداخلي للمتجهين 
2 الثاقبة بتدوير 2+31- زا 
كرين (7): أجب عما يلي: 


1) حلد قيمة ه بحيث إن المستقيم المار من النقطتين 1+,3- يوازي المستقيم المار من 


2) حدد قيمة 8 بحيث يتعامد المستقيمان السابقان. 
3) بیر أن معادلة المستقيم في المستوى المركب لما الشكل: 

az+îz+b=0 ; a*0 ,beR 
قرین (8): آ ت أن اثلث الني رؤوسه ,2,.2,< يكون متساوي الأضلاع إذا وفق ط‎ 
2 + 23 إذا كان بترت + كر + يعر > ترب‎ 
تحرين (9): 2) أوجد معادلة |1 تقیم الذي یعامد القطعة [1.1-21-] ويمر من منتصفها‎ 
+1 ثم معادلة القطع الناقص الذي يمر بالنقطة 1 وحرقاه‎ 


5) برهن أن النقاط +2 441 , 6491 8+167, 10+251, تقع على قطع زائد واحد 


تحريت (10): أوجد مجموعة النقاط 2 التي 


1( تججعمحاج| |2|23|2+1 





كرين (14): احسب ما 


„ ln(r-e) 





ماري إضاقية: 


رين (1): حل جملة ام 


liz +(1+2i)z 
تحرين (2): آثبت أنه إذا كان 2 2 فإت 2 إما علد حقيقي صرف أو تخيلي صرف.‎ 


تحرين (3): برمن ان النقاط رھ راحلة إذا وققط إذا كان العدد 


۵٥‏ : وکلغے 
23 


قرین ( أن الفرضية +2=ه ترد المعادلة التكعيبية 0= 2+٣‏ + ”2م + 7ج 


إلى الشكل النموذجي 0 +0ھ+ ٴ۵ وإن جذور هذه المعادلة هي 


إیجاد جذور العادلة 0 - 190+30- تھ 
تحرين (6): أثبت أن مسار التقطة 2 التي تحقق المعادلة: 


0< عم 


1) قطع ناقص عندما 1>ء1> 0 2) قظع زائد عندما +> )>1 





تحرين (9): اكتب المبرهنة الهندسية التالية بلغة الأعداد المركية : مجموع مربعات أطوال 
الأقطار في متوازي أضلاع يساوي مجموع مربعات أطوال أضلاعه. 
تحرين (10): أثبت صحة مبرهنة انستروم - كاكية 

إذا كانت ,4 +...+ "2(=3,2) ,۴ كثيرة حدود يحيث إن 0< ,4ه < ...< بق < ,8 


فإن الجذور ,2 لكثيرة الحدود ,8 تقع خارج دائرة الوحلة. 


رین (11): بفرض أن ""0» 6 أثيت أنه لكل 2 یکون: 


2 (z+e)' =(z+1)" +n(z" +1) 





(5-1) المستوى المركب الموسع © - فضاءات المستوى المركب: 
تلج في بعض السائل لجعل المستوى المركب متراصاً بإضاقة نقطة قاصية عليه 
نقوم في هذا البند بتوسيع التوسعة الناتهة (المستوى الموسع ©) 
لأعداد ومن بعد ذلك ترد المستوى 
© أو © إلى فضاء متري وإلى فضاء تبولوجي. 
(1)1-5-1 الهندسي للمستوى الموسع © والإسقاط الاستيريوغرافي: 
ل مبدئياً بالتعريف لنقطة اللانهاية (النقطة القاصية). 


ريف (1) تقطة اللانهاية z=»‏ هي تلك النقطة التي نجدها عنتما تقترب التقطة. 


>2 (انظر(3-1-2)). 


المستوى الموسع © هو المستوى © مضافاً له النقطة م 
0 («إلاعدجع 

بخلاف مجموعة الأعداد ا حقیقیة الوسعة 8 التي تحوي نقطتي لانهاية 0+ فإنه في 
المستوى © لاتوجد إلا نقطة لانهاية واحلة © ولایجوز وضع إشارۃ (+) أو (-) أمام 
الرمز © والسبب عدم وجود علاقة ترتيب في الأعداد المركبة. كذلك يجب التعامل مع 
الرمز © كنقطة وليس كعدد مركب وأخيراً في المستوى الموسع © ننظر إلى المستوى > 
على أنه © الموخوذ (المثقوب) في النقطة مه 


جم 


)@ ليل 


بعبارة اخرى لا توجد للمجموعة © حدود بینما حدود ٥‏ هي 





تتوضح الأفكار السابقة بإعطاء تصور هتدنسي للمستوى الموسع © وهنا 


الغرض تأعذ الفضاء الثلاني 515 في المحاور الإحدائية 0 > يه , ره 0 


على المستوى © و الكرة التي معادلة سطحها هي : 


کل نقطة (3,) -2 © نقابلها بتقطة 
5 مع الشعاع الواصل بين القطب الشمالي للكرة 
(0,0,1) -م والنقطة 2. عندما نجعلل النقطة 2 تمسح (تغطي) 
المستوى © فإن 1 سوف تغطي كامل السطح 5 باستنا 
النقطة م ونحصل على تقابل واحد لواحد (الشكل 1) 
)6 8وہیہ, (5جج)- 3۷ 2=(x,y,0)t+‏ 
ولايوجد نقطة 2 3© تقابل النقطة م 53. لذلك نعتبر ص تقابل نقطة بعيدة 


(نائية - قاصية) نرمز لها بالرمز 2-5 وتحصل بذلك على التقابل الأحادي: 
رم ڑھایالرمق لل بذلك على التقابل الأحادي 


الإسقاط الاستيريوغرافي أو التجسيمي هو الإجرا. 
5 كرة الأعداد أو كرة يان 2 مسقط : على 5 و < مسقط 04 في المستوى © 
بمعرفة أحد المسقطين 2 أو 14 نستطيع إعباد الآخر. 


عبرهنة (1): إذا کانت (0,× المستوى © فإن إحداثيات مسقطها 


أما إذا كانت النقطة 86 معلومة على الكرة [م)51 فين إحدائبي مسقطها 


(×,×)- فی المستوى © تعطى بالعلاة 





0 


الإتبات: معادلة المستقيم الما 60ے 


« و (9,0,>) 2 في القضاء 


لکن النقطة 04 تقع على هذا | 


الستقیم وعلی السطح 5 3 


عوضنا المعادلات (9) قي المعادلة (4) تهر 


+کریر۔ 


أنه في التقطة 04 لدينه 


الأن إذا كانت (.5,7) 80 معلومة فإنه من 


ند ان العلاقتين في (8) صحيح 


عثاك (1): أوجد مسقط النقطة 1-21-+ على كرة ران 





) المستوى المركب كفضاء متري 
من المعلوم أنه كي تجعل مجموعة ما 55 فضا مترياً يجب تعريف تايع مساقة عليه. 


تعريف (2): المسافة في المجموعة © بين التقطتين ,2 و ر هي المسافة الإقليدية 


010 ڈہ۔- ہر)+ ب« 2<۷۷۷- بھا<(ت2ھم۵)(5 


والمسافة في المجموعة © بين النقطتين ,2 و ,2 هي المسافة 


بالعلاقة (الشكل2) 


(13) 





00 
002 


(00:1) کے (2,.0,.×) و یھ البعد 
(0,0,1) و (0,,.ی×) گل على العلاقة (13). 
مجد العلاقة (14) من الكلاقة'(13) بوضع 2> ,2 ثم تقسيم البسط والقام علی 


ي2 وأخذ النهاية عندما هج و لإنظر(2 


من الواضح أنه لكل <2 و رو٤‏ یکون 1ك (,2,.2)م 


نتبجة (1): المجموعة © او © مزودة بأي من تابعي المسافة (11) أو (12) تشکل فضاء 
مترياً 
الرهان: 

يكَمَيَالتحقق من صحة شروط تابع المسافة وفي الحالة الخاصّة متراجحة امنلث 
للمسافة (11) تکاقئ آلتزاجحة العروقة |2 + | 2|>| 2 +) 
تعريفت (3): تسمی C3٤‏ مجموعة محدودة إذا وجد ثابت موجب 12 >0 بحیٹ: 
|zlSR VzeE (15)‏ 

أو اذا كانت وع 
نتبجة (2): في المجموعات الحد یتطابق تابع المسافة الإقليدية مع تابع المسافة الكروية. 
الرهان: 

لتكن ا مجموعة محدوحة عندئذ لکل ۴52,2 یکون 6۸| ,2| ۸ ک| 2| ومن 


العلاقة (13) نبد المتراجحات: 


„(> 4)22) (16 





p(zs.z,) : © 


وها يجعل إمكانية حل المسائل في المستوى الموسع 6 لايختلف عن حلها في © 
وتتم دراسة وضع النقطة ٠١‏ بشكل مستقل وهذا ما نفعله ني كل دراستنا. 


(3-5-1) تبولوجيا المستوى المركب: 
ي الفقرة السابقة [2-5>1) عرفنا على المجموعتين © و© تابعي كمافة وحصلنا 
على قضاءين متریی۔ 
نرغب هنا في جعل كل من © و © فضا تبولوجيا الأمر الذي يتم كما تعلم 
بتعريف ا جموعات المقتوحة أو أسرة الجوارات عليها. 
تعريف (4): الجوار © للنقطة ,2 © لني المسافة الإقليدية) هو مجموعة التقاط 
02 الواقعة داخل الدائرة التي نصف قطرها © ومركزها ,2. أي: 
S(z,,e)= {lz <s ; zeC}‏ 
الجوار * للنقطة ,2 63 (في المسافة الكروية) هو مجموعة التقاط 2د التي 
تحقق المتراجحة: 
)18( (ےءھ : ت> (ہععام) د(ہ,,ع)5 
الموخوذ للنقطة ١<2,‏ هو الجوار في (17) باستثناء ,2 أي 
S'(2,,8)={0<lz-z, [<s ,zeC}‏ 
ع الموخوذ للتقطة ,2 © هو الجوار في (18) باستثناء 


{0<p(z.z,)<e ,zeC} 








من العلاقة (14) بد أن: 
)610 × ا ء>(صہع)م 
في © هوخا ركزها المبدأ ومضافاً 

لها التقطة ©* وفي © هو نقس السابق بدون النقطة 2 

نستتتج أن الجوار (5)2,.8 في © هو ذاته في © عنما 0خ ,6,2 > وشل 
مجموعة النقاط 2 التى 2 
22 (٭٭× : ت>(7ع)۵)٭(مہع)5 

في الحالة العامة الجوار هذا هو مجموعة التقاط 2 الواقعة داخل دائرة تحتوي ,2 


نصف قطرها © ومركزها النقطة 1 7 e‏ 


لكننا في دراستنا تعتبر المركز هو ,2 


اختتصاراً: الجوار © للنقطة ,2 هو قرص دائري مفتوح مركزه ,2 ونصف قطرہ 


ع اي >| ,2-2| والجوار ۸ للنقطة © في © هو خارجية قرص دائري مركزه الٰہٰدا 
ونصف قطره 8 . أي: |2|> 8 

في © غحنف ہہ من ذلك ال جوار. أي: 0+ >|2 > 1 
بعض خواص الإسقاط: 
الخاصة 1: ينقل الإسقاط الا. © إلى دائرة على 8 
وبالعكر 


a(x +y?)+bx+ey+d =0 : ۵,5,68 





لإيجناد مسقط هنه الدائرة على سطح الكرة 5 نعوض في تلك المعادلة 


بر صل على معادلة مستوى في الفضاء الثلاثي 
n+ (a-d)ı‏ 


(56) قشکل 


5 ل المعلدلة نجد أن مجموعة التقاط المشتركة 


0ق بيرم جع +زترر+ *)(ة+) 


5 ويتحقق هذا إذا وققط إذا 


54+ محصل على معادلة مستقيم في 
الشمالي (5)0,0,1 للكرة 8 .أي أن الإسقاط 


© وينقل دائرة تمر من و0 إلى 


الإسقاط الا 


أو شعاعبن) متقاطعين. 





>0 يمثل دوراناً للكرة 5 حول احور 
2 5 


النقطة لإآ+ ,×=« . عندئذ كو 


1 7 
وهكنا فإن = هو تحويل واجد لواحد من ,55 الى 


* حول 5ه ولأجله 0-وجهم- وقيمة الزاؤية التي رأسها 52© هي تفسها 
الزاوية التي رأسها ٠‏ ومن المعلوم أن مثل هذا التحويل يسمى متماثلاً. أي کے 
تحويل متماثل ينقل ,© إلى ,© 

الزاوية. 

عاك (2): اكتب المعادلة الديكار 


=۵ هي دائرة. ماذا تلاحظ؟ 





تعلم أنيعادلة دائرة في الستوی 09× ا الشکل: 

(x+y )+bx+ey+d =o 
حصل على معادلة مستقيم).‎ 8> ٥ گُوایت حقیقیة (عندما‎ 8 
چو ےل بے تا+ 2× محجد الصیغة ا مركبقۃ‎ 


ے 7+6 +ں+ل7تھ 


إيجاد صورة هذه الدائرة يكقي تعويض|- -2 لنجلة 
۳ 7 5 هم 


و- ف+قم(5+قم 
وهي أيضاً مغادلة دااثرة. 
نلاحظ الآتي: 1 
عندما ١۵٥‏ و 420٥‏ فين شمورة الا هي دائرة 
عندما 3-0 و 0ك فإن صورة المستقيم هي دائرة 


عندما 0 و هب لأ نجد أن صورة الدائرة هي مستقيم, 


ا 





أن المجموعة المنتهية لاتملك أية نقاط تراكم وإ 


واضح وإن تقطة تراكم مجموعة قد 
تسمی ٤‏ مجموعة مغلقة إذا احتوت جميم نقاط 


الصاقة امجموعة 55 هي اتاد تا مع تقاط تراكمها ونرمز ها ب ع 


في المستوى الموسع © كل مجموعة غير منتهية تملك نقطة تراکم واحدة على الاقل 


لبدا التراص) مبدأ التراص غير صحيح . كما يظهر ذلك المجموعة 2 ويكدون 


صحيحا من أجل المجموعات غير المتهية احدودة فقط ومٹشل منہ اجموعات تسی 
متراصة. 
من المتراجحات (16) نجد أن النقطة ,2( 7) تکوٹ نقطة تراكم للمجموعة 
5 في التبولوجيا © إذا وفقط إذا كانت نقطة تواكم ل 88 في التبولوجيا 2 
بتعبیر آخر عند إيباد نقاط التراکم اغضدود لجموعة نسعلیع استخدام السافة 
الإقليدية أو المسافة الكروية على حد سوام 
2- يقال إن اجموعة 58 من (أو من ©)) مفتوحة إذا كان: 
من أجل كل نقطة ,1:37 يوجد جوار ل ,2 ينتمي إلى :5. 
نتهج3(6): مغهوم الجموعة المفتوحة السابق يجعل كل من 
تسمى ,2 نقطة داخلية للمجموعة 55 من © (أو من ©) إذا وجد ل ,ل جوار يقنع 


كليا ضمن 8 . والداخلية 8:7 هي مجموعة التقاط الداخلية ل ع 





اجموعة ٤‏ تكون مقتوحة إذا كانت جيع نقاطها داخلية 


قل جار نے 
ا ونقاطً لیست منٴتا ء والحدود للمجموعة 15 هي مجموعة نقاطها الحدودية. 
إن 55 مجموعة متصلة غير محاليته 
بحيث 4= E,٤‏ و ¢ 
الوصل بن أية نقطتين منها بنط متكسر (أو بمنحتى) واقع كلياً ضمن 55. 


واضح أنه إذا كانت :5 مجموعة مفتوحة فإن مقهوم الاتتصال الخطي يتطابة 


واضح أنه إذا كان 4= 0۴ ,5 فين 0< (ي0)5,,8 





التقطتين ,2 و * في امجموعة 15 ہو طول أَفَصَرخط منکسر ی 
ف طول أقصر 


بین پل و پل يع في ل وفي الحالة الخاصة التي لأجلها تقع القطعة المستقية بع ع) 


ضمن کا فان الیعد بین 7 و ر هو: 
انت EES‏ 
(6-1) المنحنيات والساحات في المستوى المركب: 

محتاج بصو ائيسية إلى ثلاث مجموعات نقطية في الستوی الرکب هي المنحنيات 
والساحات والمتتاليات. 

ندرس في هذا البند اول جموعتین وتترك العالیات للبتد القادم. 

إن ما يجمع بين مقهوم المتحنى ومقهوم التتالية هسو أن كل منهما تابع مركب 
يمتحول حقيقي. 
(1-6-1) التابع المركب بمتحول حقيقي: 

بدون الدخول في التفاصيل نقدم مقهوم التابع المركب بمتحول حقيقي. ما یتعلق 
به من نهاية واستمرار ية للكاملة وقابلية المقاضلة ‏ لأننا سوف نبحث الحالة الاعم 
وهي التوابع المركبة بمتحول مركب بشکل مفصل وستقل الفصل القادم. 

التابع المركب بمتحول حقيقي هو علاقة رياضية (201 >2 تنقل کل نقطة من 
مجموعة ,55 2 ۸ إلى نقطة (20 قي مجموعة ,8 2ج 

نعتسير [9.8]> ,12 يحل حقيقي 
ڈالشکل1) 

بعزل القسم ا حقیقي عن التخیلی 
عبارة (2)1 المغروضة غجد: 
z()=x((+iy() : telef 0‏ 


أي أن التابع المركب ب 





2=2() > x=x() & y=y(t) 
بالعلاقة:‎ ٠, مقهوم النهاية: نعرق نهاية التابع (2)1 في النقطة‎ 
limz()=limx()+ilim y(t) 6) 
التالي إذا كانت ,18+ ,8 = ه فإن:‎ 
ع بمدل)حسصتر د محل )عجر‎ limy() 4 
بلغة © (بمفهوم كوشي) تعني:‎ !102)1( -  ةياهنلا‎ 
ع>زه-ل)ء ددقء| ,؛ -|>0 :0<(ع)38 0<علا‎ 
:))1-7-1( أما بلغة المتتاليه بوم غينة) قإنها تعني( نظر‎ 
٢]ا(:‎ ٠, ء]٥.6[.۱,‎ ۰۷ ہ۔>(:)ء سنزکہا- ماچزإٍ‎ 
كيف تعرف النهاية من اليمين ()2 ”نا والتهاية من اليسار ()2 ,ثل ؟‎ 
دل )عونا‎ lim, 2(0) & imz()= lim (1) اتعتير‎ 
نستنتج أن خواص النهاية (2)4 1110 تشيه خواص النهاية لتابع حقيقي بمتحول‎ 
حقيقي (ماهي؟)‎ 
مفهوم الاستمرار: يقال إن التابع (2)1-* المعرف في لمجال [8,] أنه مستمر في‎ 
النقطة ,؛ ( أو في النمجل [8.ه] ) إذا كان كل من التابعين (۲(=۸2)۲)× و‎ 
) (۲(=1۳2)1)ر مستمرا في ,ا ( [8به]‎ 
هذا يعني أن استمرار التابع (2)1 في التقطة 0,80(31) هوا‎ 
lim 2()=limx()#limy()= x(t. )+iy(t,) lim 2()=2(t,) (7) 
ا جال [.8] یعنی استمرا‎ 
.8 واستمراره من اليمين في التقطة © واستمراره من اليسار في‎ 


صیاغة تعريف الاستمرار بلغة © وبلغة المتتاليات وذكر خواص التوايع 


7 





مقهوم الاستمرار المنتظم: ب التابع 2)0 العرف علی اٹجال [6:] مستمر بانتظام 
على ذلك اٹال إذا کان کل من التابعین (0)× و (01ز مستمراً بانتظام علی [6,0], أو إذا 
كانت (5-8)8 مستقلة عن النقطة ؛ د [8 تعریف الاستمرار بلغة 8 .أو إذا 
تحقق الشرطة 
8>]| یا- 1| ماے ہا : []ھ]ء یا٥۷:‏ 8<0 03 <6 
5 > |(يا)2- (,))ج | د 

واضح أن كل تابع مستمر بانت ام على مجال هو تابع مستمر على لمجال والعكس 

بشكل عام غير صحيح. متى يصح العكسر؟ 


مفهوم قابلية المفاضلة: يُقال إن التابع (20 المعرف في النقطة ,4 ( في لمجال [0,8] ) 


قابل للمفاضلة في ,ا ( على [6.8] ) إذا كان كل من قسمه الحقيقي (): وقسمه 
التخيلي () قابل للمفاضلة قي ,ا ( قي لمجال [0.8] ) وعندئذ مشتقه في كل نقطة 
3[.ه] هو 
tela] ۵‏ ; (١)+0)×>ن()'٭‏ 
کیف تعرف قابلیة الفاضلة بدلالة النهاية؟وما هي خواص التوابع القابلة 
للمفاضلة؟. 
مفهوم قابلية المكاملة: نعرف تکامل التابع امحدد 2)0 علی اٹ جال انحدود [,م] بالعلاقۃ 
: ۰ 


| (a= | إنجنول)»‎ ۵۰ (10) 


متی یکون التکامل موجوتاً؟ 

نلفت الانتبه إلى وجود خحواص في التوابع الحقيقية غير صحيحة في التوابع 
بشكل عام. نذكر متها : مبرهنات رول ولاغرانج والقيمة الوسطى. 

على سبيل المثال: لتأخحذ التابع املو تج كمه - “ع - (0) Jl‏ ]0.2[ 


إن “© يحقق جميع شروط ميرهنة رول إذ إنهة 





ة 0,2[34] ومشتقه هو: *هذ- ( “©) -(2')4 
ته في طرقي انجال 1= (2)0(=2)2۸ 
ومع ذلك قبن 0 * (2/)1 اعزن)#| . 
كذلك فإن " شروط مبرهنة القيمة الوسطى: 


"06-0 فھو قابل للمکالة علی [0,28]. 2) قيمة التكامل معدومة‎ )١ 


ومع ذلك فإن ٥٤ء‏ لکل ؛ د[0,2۸] 


هندسياً يمكن النظر للتابع ع ه ,2):(:8 على أنه تحويل أو تطبيق ينقل 
مجموعة تعريفه ,5 إلى مجموعة القيم ,. وعليه قبن ((0)[,())») -(2)0 تابع 
شعاعي(اتجاهي). وبذلك تصبح المفاهيم السابقة هي ذاتها الموجودة في التوابع الشعاعية 
لکن تم صیاغتھا بلغة الأعدا 

في التحويل 2)0 نسمي 2 بيان التحويلء وفي الحالة الخاصة إذا كانت 
<]٥.8[‏ ظا و (2)4مستمر في [9.8] فن البيان :8 يكون طريقاً أو منحنى في 
المستوى ا مركب. 
(2-6-1) الطرق والمنحنيات: 
1) الطرق 

من المعلوم أن الطريق 7 قي المستوي لإه: هو مجموعة الثقاط المرتبة (لإر») التي 


تحقق 0> (ب۷ی×) حیث ‏ تابع مستمر بمتحوليه * و / 





a(x +y?)+hx +ey+4=0 


azz +vz+VE+d =0 a=, dû zd 


وكحالة خاصة €8 ۾ :۲ء ٭و 


۶ا شل طریق 
الليمنسكات وهنا إذا كأن < *ه فبن الليمنسكات یتکون من طر 


منفصلین يحيطان ب 8+ (الشكل2). وإذا كان ؟ > 84 نهد فرعاً واحدا (الشكل3), 


وأخیرا عندما ۲-۵7 تجد لیمنسکاتاً ٹیہ 0 مکررة مرتین(الشکل4). 


ما ہو الفرق بین |لطریق وا جموعة ا جمبریة الملة لەگ۔ 


۾ چو 
الشكل (4) الشكل (3) 


الشكل (2) 


رغم أن الاستخدامات التطبيقية ستكون غالبا مع قطع مستقيمة موجهة أو أقواس 
موجهة لكن الدراسة النظرية تتطلب قدراً أكبر من المعرفة حول الطرق والمنحنيات 


توى المركب. 





يریقے (1): الطريق قي المستوى المركب © (أو 


©) هو بيان 7 لتحويل أو لتابع مركب بمتحوا 
t 8 z(a)‏ » 


الشکل (5) 


حع تمر عى جل [8به] د8 
(الشكل5): 
1:2=z(t)=x(t)+iy(t) ; te[a.8] (0)‏ 

وهنا تسمى (11) المعادلة الوسيطية للطريق ۲ وبحذف ) من جملة المعادلتينة 
x=x(t)=Rez(t), y= y(t)= Imz(t) (12)‏ 

حصل على المعادلة الذيكارتية المعروفة. للطريق 


بتعبير أدق يُقال إن التابع (1) 2-2 مث 
)13( «دل(ىا)ج: ع>زه,ن)ه)م د ق>زيا-؛| :38<0 ادهلا 
ویٹل 2)0 = طريقاً في المستوى © إذا تحقق: 
d(z(0,2(t,))<e‏ >= 5< 


مجموعة القيم ,8 محدودة. 

طرفا الطريق(11) هما النقطتان (©)2 - 8 , (2)8 8 
وعندما ٥>]‏ بن 8 تسمى نقطة البداية و ا نقطة 
النهاية وفي الحالة الخاصة إذا كانت 8-۵ فإن الطریق ‏ 
تسمى مغلقة. توجه الطريق + في (11) عانة وفق تزايد 1 
قتقول إن التقطة ( )2 - .2 تلي التقطة (,2)1 > ,2 
على , إذا كان 8 > يخ > ,4 > » (الشكل6). 

تسمی الطر: محدودة إذا كان بيانها مجموعة محدودة أي إذا كانت مجموعة النقاط 


€= |(2)1] د 





)15( 8 كان) + [قيه] عل : مدعو 
تعريف (2) تسمى الطريق ني (11) بسيطة إذا تق الشرط: 
6( ()22(ن) د دغر : (قمم)ك ياك 
بالإضافة لذلك يجب أن يكون (2)8 - (2)0 إذا 
كانت + مغلقة (الشكل7) 
هندسية تكون الطزيق ‏ بسيطة إنا م قالع س ٠‏ "8 
نفسها في أية نقطة باسثناه حالة تطابق نقطة البداية ه 
على نقطة النهاية م عندما تكون : مغلقة 
ملاظ (1): من الهم التفريق بين الطريق 


النقطية الجبرية 15> [(2)1) > (04)1 الممثلة لها من حيثة 


أولاً - الطريق ؛ بحسب تعريفها هي مجموعة نقطية موجهة أو مرتبة وهذا ات 


للمجموعة ال مبریة (4)۷) 
0 
إذا لم تكن ا بسيطة فإنه في نقطة تقاطع امم 


نفسها يكون لدینا أكثر من نقطة واحدۃ علی ٦‏ 
(الشكل8) ومنہ النقاط تقابل تقطة واحدة و 
ا جموعة (3۸40 للاذا؟). بالتالي إذا كانت الطر 
۷ بسيطة فين 1 (24)1 0 بعد مراعة 

عثاك (1): صف هندسياً المعادلات 1ل 

1( (]ء 


3) [0,35]ء؛ : » 


:٤ء]+.4[‎ ) 





هل هزه الطرق ببح > 


ابع المفروضة هو تابع مستمر على انجال المفروض (لاذا؟» فيان 

هله التوايع تمثل طرقاً في المستوى المركب. 

1- تحذف ‏ من جملة المعادا x) (= cost‏ , )هذه - ())لز نهد المعلالة الديكارتية 
1-()ك+(0)”× وغسما ) 0,[3] لدينا طريق النصف العلوي لدائرة الوحلة 
موجهة بعكس اتجاه دوران عقارب الساعة (إيجاب). 

نقطة البداية 1= “ع 8 والنهاية 1-- ١‏ وهنه الطريق غير مغلقة 
ومحدودة وبسيطة (الشكل9) 


إيباباً فهي مغلقة وتحدودة وبسيطة (الشكل10) 


الشعل (10) الشعل (9). 
3- طريق دا ة الوحدة الموجهة إيجاباً ونصفها العلوي مكرر مرتين ويملاحظة أن نقطة 
3 ختلفة عن نقطة النهاية 1-= "= ا فإن الطريق غير مغلقة 
الرسم المندسي - وهي محدودة وغير بسيطةلاحظ 


في (الشكل 11). 





4 الطريق هي القطعة المستقيمة الموجهة [1- 


(الشكل12). 


5- القطعة المستقيمة الموجهة [1,1-] 


نقطة البداية 1--:005 >8 مختلقة عن اية 0054-1 8 والطريق 


۲ غير مغلقة ویحدودة وغیر بسیطة (الشکل13) 


بالتالي ۲ هي القطعة المستقيمة [1,1-] مكررة مزتين كاملتين مضافاً لما القطعة 
[1,0] والطریق غير مغلقة محدودة وغير بسيطة (الشكل14), 





i 


2) صف الطرق المتتكافئة في 6: 
الشكل (15) 


لیک لدينا الطريقان: 


1: + - 6+[رق,يه]:() د‎ 
Y2 =z, (aê, [5C 


ان یموعة النقاط(٢)‏ 7 تتطابق هندسياً مع مجموعة التقاط (۲) ب2 في 


مستمر ومتزايدامام (1)+ -+ بحیثٹ: 
>)0:٥ Bı] >[ay,B:‏ 


2 ()=z, (<0): 


+:2=z(t): [a48] + C 








عتدئة 


1) صف الطرق [.7] المكافثة ل + غير منته 


2) تعطى الطريق 6ج [,08] (1) :1:22 المكافئة ل من خلال التابم. 
تھا = 


E 
ل‎ 


-8 


(20) 


الاتبات: 


) واضح لانہ بِکن آخذ ]٥,,0,[‏ عِل کیني 


2) إن 721 لأنه يمكن اخختيار 3 و ها في اللحويل الخطي 


01) 


ومن جانب آخر (2)1 مستمر كتأبع خط وبا ان 0<۔3>(٢)‏ ۷ فإن التابع 
(٦)ء‏ متزايد تماما في ال [6ہہ] 
ولدينا ((2)5)1 > (2,)1 حيث: 


[0.ہ]ج: (0)ء ےار 
ان 0ں 
ن 77:7 هو الجهة فإنهِ للحصول على معلالة “7 
من معادلة : يكفي استبدال ) ب +-أ8 +»: 


Y :2z=z2(a+B-t): 8] 


y :2=2(-) : te[ e] 





حالة خاطة هاعة: التحويل الخطي 
24 1 
»-م8 ےم 
ينقل الطريق المقروضة 7 والمعرفة على [8به] إل ل 
امجال القياسي [0,1] - [۵.ہ] 
للك لن تنقص عمومية الدراسة إذا اعتپرٹا الطریق ‏ معرفة على اٹجال [10,1: 
هثاك (2): أعط أمثلة على طرق متكاقئة. 
لحل 
الطرق التالية متكافئة: 
2(r)=cost ; re[r,2r]‏ 
[:-]ء1 z2 (n)=n‏ 
لماع :20-22-1 :رل0 
لآن التحويل +205 -71 مستمر ومتزايد وينقل انید [ہ2.ہ] إلى المجال [1,1-] 


] إلى [0,1] وتحصيل التحويلين 


و و متکافتتان 


Ys: 2(0 =sînt, 2 ليا‎ 


1 1 
ا ص-12)0‎ ]0,7[ 4 Hiz(D=cost: kelo, | G 


أعط تمثيلاً و: لللعادلة: (×)۴= ل موضحاً بمثل من عتدك 


الحل: 
اللجموعة (31)7 المثلة للطرق الأربلي واحدة وهي موعة تقاط القطعة 


(f) [0,1] ë 





و +7 لاتكافنا ,1 وكذلك :7 و ١إ‏ لاتكافئان 
اكير الطریق ر۷ تكافئن 
حصل علسی ٹسل و لی يوضع 4 (4)* . (801-(2)0 في میں 
(1۷)۷+(0(>×)۱٥)ء‏ نسےلً انا كانكتٍ الطریپثی ‏ معطة دیکارتیسا بالعادل 
1× ک0 :×ء> ہز فان ١ک‏ >0< 
کریتے 4)- إضافي: يقال إن الطر 
)5@ )8 ج [ap]‏ 2(9 
واحداً لواحد وتسمى قابلة للمفاضلة إذا كان المشتق )١(‏ ر ودا لكل ١‏ د[لايه] 
وهنا نأخحذ المشتق من ال في ٠=»‏ والمشتق من اليسار في النقطقر 8 -). 
قي (11) ملساء إذا تحقق: 
)١‏ التابع 2)0 قابل للمقاضلة - مستمر 
2) المشتى ()2 لاینعدم لکل ١‏ د[مہہ] 
vte [a8] 00‏ وعن)ج 
بالإضافة لذلك يجب أن يكون (2')8-(2')0 عنسا ؟ 
مغلقة وتسمی ٦‏ ملسا - جزئياً إذا تحقق: 


1) المشتق 


(20 موجود ومستمر - جزئياً في الججال [9.8]. 


2) الشرط (26) 


هندسياً تكون الطريق ٦‏ ملساء - جزئياً إذا أمكن تقسيم لمجال 


[8به] إلى عدد منته من اٹ جالات الجزئية الغلقة بجيث إن مقصور 
التابع (0: على كل مجال جزئي من تلك امجالات يحدد طريقاً ملساء 
(الشكل16). والطريق ك تكون ملسا إذا كان المماس (من الإخهتين) 


في كل نقطة موجود (الشكل17) باستتناه طرفي 7 عندما تكون غير 





العاة ار آلراسبة سي كل نقطة ليست 


عادية. في الحالة الخاصة اذا كانت تقطة من طريق تساوي 0 أو 25فان 


و ل 
وعليه فان التق الشاثة لطريق تشمل الطرفين وتقاط التقاطع والتماس والنقاط 


الراسية والتراجعية. 


١ 39‏ فی (11)قابلة للقیاس إذا تحقق: 


ریف (6)- 


1) التابع 2)0 قابل للكفضلة تقريياً فأكل مكان من اجك [8,»] 


موجود وحدود وقیمته (0)/ تسلؤيا 


محدود ملڈاء او مُٗلساء - جزئياً هي طريق قابلة للقياس. 


رهن أن کل 


توضح الأفكار الوا الأعاريف الثلائة السابقة بالأمثلة التالية: 


طريق الدائرة أو القطع الناقصل أو المستقيم ملا رطریق الخط النکسر کالثلث 
والمستطيل ملساء - جز سها نقاط شاذة كُذلك الطريق في ا شال (1) الحالة 
7) أملس - جزئياً فيه 0 یی 
جوردانية فیما الطریق١‏ ,۷ في ذلك المثال ليست جوردائية. 
s(2t)e“ , te[o,‏ 


الطريق الوردية قات الأريع وري 


تیة معلقق(الشکل 18) 





J 


0 ا ۹ 
,1+158 )1> (٤)تا‏ جوردانية غير 


.20 


الشكل (20) اکل وا 
في كل ما مضى كانت عدوم باستنا الطريق المستقيم والشكل (20) غير 
ا حدوحد 
نضع التعريف الدقيق التالي للطلريق غير اخلُودة 


تعريف (7): لتكن الطر 7 


۲ (۸)٭ 


الشكل (21) 


)28( [سدهہ]۱۵: باءدو ںہ 

تسم ٦7‏ غیر عدود ى اٹل [عبےم] إذا کانت ا جموعۃ 
}2(0{ غير محدودة أي إذا تحقق (الشكل 21). 
0 2)0 مستمر فی کل مجل [6,م] حیث » <8 


 2)(= 2‏ آر ٭ہھ(مذ)ء 





ا م:- + مثل طزيق اغور *0 أو لإه حيث النقطت 
'التقطة 66د © 
3) النحنیات: 


يوجد أكثر من مفهوم للمتحنى 


التالي: 


تمرف (8) المتحنى * في المستوى المركب هو اتحاد علد متته من الطرق 


0آ ٦:۴‏ الغلقة وغير المغلقة ومتقاطعة وغير متقاطعة ومحدودة وغير 
1- كل طريق هي منحنى فيها 1 = " لذلك نستغني عن كلمة طريق ونستبدها متحنى. 
١‏ المشكلة له 


كثر من طريق واحدة في آن معا 





اخطة أن التحويل المتكمر المتزايد قد ينقل طريقاً ملساء إلى ظريق ليست ملساه 


فإن مفَهوم المنحنى الأمَلسنَ يتطلب 
تعريقب (9 المنحنى الأملس هو صف الطرق التي تنتج عن طريق ملساء تحت تأثير 
كل التحويلات المستمرة و (2)0 تابع قابل للمقاضلة - مستمر 
ومشتقه موجب: 
بالأسلوب ذاته نعرف المنحتى الآأملس - جزثيا والمنحنى القابل للقياس: ففي 
الآول يجب أن يكون (2)1 مستمراً باستثناه عدد منته من النقاط على الأكثر والتي فيها 
۲ في الثاني قيجب أن تكون التحويلات 200 


اختصاراً نقول: المنحنى الجورداني الأملس أو الأملس جزئياً أو القابل للقياس هو 
مجموعة النقاط (۸4)۷ في المستوى المركب التي هي صورة لمجال حقيقي [9.8] وفق 
تحويلات ()2 > 2 تحدد طرقاً جوردانية ملساء أو ملساه - جزئياً أو قابلة للقياس على 


عثاك (4): ادرس هندسياً مجموعة النقاط المرتبة الم 


[2/>بم]ء؛ 
3 ک0,0ک×15- 


x<0,y>0 


الدائرة التي مركزها 0 >2 ونصف قطرها 3 ونقطة بدايتها 3- “8-36 ونهايتها 
3= 3= ,ا و [1-,ا3]: ي۲ واخیراً 2-38-10 |: و٦‏ هو طريق جزء الدائرة 
التي مركزها 31 ونصف قطرها 0/10 وبدايتها 1-= ره ونهايتها ا(3+ 9[0)=ط. 





(3-6-1) الساحات: 
تعرض بشيء من التفصيل للنو 

ا جموعات النقطیة فی ام كب والني هو الساحة 

تعريف (10): الساحة 0 في المستوى © (أو ©) هي كل مجموعة مفتوحة ومتصلة 
نذكر هنا بالاتي: 


التقاط الحدودية للساحة (1 هي تلك التي لاتتتمي ل (1 لكنها نقاط تراكم ومن 


الواضح أن الحدود 1 لساحة (1 هي مجموعة مغلقة دوماً وإن اللصاقة (1 هي اتحاد نقاط 


مع نقاط حدودها ۳ 
D=DU{r} (29)‏ 

التقاط الخارجية للساحة 2 هي النقاط التي لاتنتمي ل (1 ولأجل كل نقطة يوجد 
جوار لايحتوي أية نقاط من 1 (الشكل5 

تسمى الساحة 1 محدودة إذا وجد ثايت موجب 78 >0 بحيث: 


VzeD 30‏ #2|>8| (الشكل26). 


الشكل (26) اشکل (25 


ةمن ساحة مغلقة ٣لا(‏ =5 هي نقطة تراكم ها 


تراکم خارجھا 





2) المستوى الموسع € هو ساحة يدون حدود والمستوى © هو ساحة حدودها | 
المعزولة 2-4 
3) تتکون ا حدود ٣‏ للساحة 0 من منحنيات ملساء - 


rer Ur,U..Ur, =Û r, 610 


ويمكن أن يدخخل في هذه الحدود نقاطاً معزولة (ثقوبا) أو قطوعاً 

تنويه هام: يتم توجيه الحدود 1١‏ للساحة 9 بحيث تبقى نقاط 1 على جهة اليسار في كل 
دراستنا قلذا كانت 1 مغلقة غير متقاطعة مننى مثنی و ,۲ يحتوي البقية 1 كمافي 
الشكل (27) فان ٠,‏ یوجہ ایجاباً (بعكس اتجله دوران عقارب الساعة) والبقية توجه 
سلب وأما اذا كانت 8 غير محدودة (.:1 غير موجودة) كما في الشكل (28) فان ۲٣‏ 
توجه سلب واخيراً عندها ۰ موجود لكنه غير محدود والبقية ,10 مغلقة وتحدودة فان 
التوجيه يتم كما قي الشكل (29) 

تحریفے (11): تسمى الساحة 1 وحيدة الاتصال في المستوى الموسع © إذا كانت 
حدودها '1 تشكل مجموعة متصلة وبخلاف ذلك تسمى متعددة الاتصال وعندئذ درجة 


الاتصال هي عدد المركبات المتصلة غير المتقاطعة مثنى مثنى لحدودها ,:10,.....1 وهذا 


چ 


الشعل (29) الشكل (28) الشكل (27) 

على سبيل المثئل الشكل (27) هو ساحة رباعية الاتصال في © في © والشكل 
(28) هو ساحة خماسية الاتصال في © وسداسية قي © والشكل (29) ساحة خماسية في © 
وق ©لملذا؟.هل يمكنك اعطاء ساحة فيها + - م: 





افيها إلى نقطة بإعانة تشكيل مستمر لهو 


(121-3) والسلحة الوحينة الاتصال في © هي عنلما تكون إعانة التشكيل المستمر 

للمنحتی المغلق 7 تحو نقطة اللائهاية 2-0 منفلة على كرة ريان 5 

ینتج 

1- إذا كانت الحدود ۳ للساحة 2 تتکون من منحتى ملق واحد في © (قد لايكو 
عحدوداً) أو من نقطة معز 

2- المتحنى المغلق "1 (قد لا يكون محدوداً) یقسم ا1 
وحينة الاتصال الأولى "2 أو ,1 وتقع على يسار ٣‏ 
على بين .٣‏ في الحالة الخاصة إذا كان المنحنى المغلى "1 محدوداً فإن “82 تسمی 
داخلية "1 و 57 خارجية "1 (انظر الأشكل 31,30 

3- درجة الاتصال « للساحة 8 قد تختلف تبعاً لموقع الساحة 8 في المستوى © أم في 
المستوى © فمثلاً: إذا كانت (1 ساحة غير محدودة وحدودها "1 محدودة أو نقاط معزولة 


وكانت درجة اتصاها في © هي 5 فإن درجة اتصاها في المستوى © تكون 8+1 


الشكل (30) 





ريف (12)- اضافي : تسسمى الساحة © جوردانية إذا كانت حدودها 
Ur,‏ نا-٣‏ کو من مَتَحنيات جوردانية مغلقة وتسمى متراضة إذا 
وجدت داخل دائرة نصف قطرها ثابت موجب 8 >0 ويقال إن المجموعة 18 
واقعة بتراص في الساحة 7 إذا كانت © وحدودھا عتو تَاماني © وتراص 

الساحة 2 هو الساحة المغلقة 78 
ملاحفة (2): عندما لاتذكر موقع الساحة 1 في © أم في © فإننا نعني أن العبارة صحيحة 
كل دراستنا تعتبر الساحة المأحوفة في المستوي © على أن ننظر إلى © 


المستوى ©). 


D:|z-a|<e -1‏ ساحة وحيلة الاتصال محدودة وحدودها | 2-8 :"1 محدودة 
وموجهة إيجابا 
D:o<|z-a|<e‏ 


عمحدودة حيث 6-| 2-8[ : 1 موجهة | )= ٠١‏ نقطة معزولة (الشكل 33) 


a 
عدوت‎ ٣-۲, ال٢ ساحة ثثائیة الاتصل محدود وحدودھا‎ 0:0 >>| 2-> 3 


حیث 2-۵۴۸ :1 موجهة إیجاباًو -2-8[ ی] موجھة سلباً (الشکل34). 
4 0:21 ساحة وحیدة الاتصال في © وثنائية الاتصال في © غير محدودة وحدودها 
داع |1 موجهة سلباً (الشكل 3 
کہ al D:flz|<r.o<argz<2r}‏ بحينة الاتصل محدودة وحدودها 
لا ,۲۲ عدوت حیث ۰۱2۱۳۴ ,۲ مستثتى منها النقطة ۴ = : وموجهة إيجاباً و 


1 (الشکل 36). 





و 


D 
D 


الشعل (36) الشعل روح الشعل (34) الشعل (33) 

6- !1ء :>2 10:180 ساحة وحیدة الاتصال غير محدودة حدودها -1':102 غير 
محدودة موجهة من اليمين إلى اليسار (الشكل37). 

7 +<2:862 سلحة وحيئة الاتصال غير محدودة حدودها +-1”:862 موجهة من 
أعلى إلى أسفل (الشكل 38). 

D> 8‏ سا وحيدة الاتصال غير حدوة وحدودها 1) 115 حيث 


۴ - س1 : 1 موجهة من اليسار إلى اليمين و-132: .17 موجهة من اليمين إلى 


اليسار . لاحظ أن +1 يلتقي مع ,1 عند النقطة -* في © #الشكل 39). 


1 5 
ir r 


ات ان زه الفعل (37) 

0:|Re#|< 9‏ سلحة وحيلة الاتصل غير محدودة وحدودها ,]| ,1'>1 حيث 
- - 862 : 17 موجهة من أسفل إلى أعلى و 862 : :1 موجهة من أعلى إلى 
أسفل (الشكل40). 

0 (262<0,, >| ست :2 ساحة وحيلة الاتصال غير محدودة وحدودها '1 كما في 
الشكل (41) 

11- هه :)0:61 سلحة وحيلة الاتصال غير محدودة وحدودها النقطة المعزولة 
T={a}‏ 

12۔ 2:14 ساحة ثنائية الاتصال غير محدودة وحدودها النقطتين المعزولتين 


(1لا(ھ) ٣۶‏ (الشكل 42). 





r‏ عق 
الشكل (42) الشعن (41) الشكل (40) 

D:C\a,b} ; a#b -13‏ مسساحة ثٹائیے الات سال غير محدودة وحدودها 
Ub!‏ 

D:C\fa,bj;azb -14‏ ساحة ثلاثية الاتصل غير محدودة وحدودهاهي 
()ما(8)نا(ہ) ۲۶ (العکل 43). 

15 ,8 :[0ا,ھ] 0:0 ساحة وحیدة الاتصال غیر محدودة وحدودھا '/ ٣‏ 
حيث [طيه]ك *6,[,0]۔ ۰ 

a#b -16‏ [.2:©1]8 ساحة ثنائیة الاتصال غیر محدودة وحدودھا (م]ل ‏ = ٣‏ 
حیث [۵,ا]= ۲,[ط,ھ]= ١‏ (الشكل 44) 
(2:©1]8.50 ساحة وحيلة الاتصال غير محدونة حدونها */ -7 حيث 
[a,+), 17 = (o, a]‏ = 


(.2:01]8 ساحة وحيدة الاتصال غير محدودة حدودها */ -'1 وكذلك بالنسبة 


للساحة ,0 6 حیست ,3 قطع على طول متحنى يصل بين 0 و 
> (الشکل 45) 


a a 


الشکل (45) الشكل (44) الكل (43) 
[(+,م]نازه,م)اع) 2 ساحة وحيلة الاتصال غير حدودة وحدودها 


5لا "1 حيث ]2 ,=( = :6( 3< 6 ,(صدم3] - 7ا ہ[طرصد) ےج 


(((مہ+,ط]نا[ہ ))۵:]6۱ ساحة کما تی ا1 





2 إز[ةء]نازةبه])اء]:2 و ٭- [9ء][][5,ہ] ساحة ثنائية الاتصال 
وحدودھا 6لا :۲۶ 

2 ((زه]نازه.ة])١!:2‏ سلحة ثلائية الات هاهي 
إن ؟) لا - 1 (الشكل47). 

(()لازطيه])ا2:]2 و عقلط. ثنائية الاتصال غير حدودة وحدودها 


٣< )١( هي‎ 


([a,bJU{e})} -24‏ :2 ساحة ثلائية الاتصال غير محدودة وحدودها هي 


إ0 * =۲ (الشکل 48). 


الشكل (48) الشعل (46) 
ل على ساحة درجة اتصاها لانهائية يمكن أن نأخذ داخلية مربع مستننى منها 


عدد غير منته من القطع المستقيمة مثل الشكل (49) 
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الشكل (54) الشعل (53) الشكل (52) 
(7-1) المتتالیات العددية المركبة: 


تبحث | رأ التوع الثالث اهام من أتواع لمجدوعات التقطية في المستوى المركب. 


إذا استبدلنا في تعريف الطريق (أو المنحنى) لمجال [080] بمجموعة الأعداد 
تعريفب (1): المتتالية العددية المركبة (.#) هي تابع مركب بمتحول حفيقي معرف في 
1 ويأخذ قيمة ,2 في مجموعة الأعداد المركبة 

إذا كانت 12,1 متتالية قنإن عناصرها هي 

5 ودليلها 8 وحدها العام أو النوني هو 


هندسياً البتالية (,:] هي مجموعة نقطية في 
المستوى المركب (الشكل 1). ونذكر ثانية يضرورة 
ل بق بين علد عناصر المتتالية الذي هو غير منته دوماً وبين عدد عناصر انجموعة الجبرية 


(26)1221 الممثلة لتقاطها التي ِکن أن یکون منتھیأً علی سبیل الشال عدد عناصر 





(1,--,-.تا<((بعا) 2۷ 
(1-7-1) تقارب متتالیة في المستوى © والمتتاليات اللامتناهية في الصغر 


ريف (2): يقال إن النتالية [.2) متقاربة ونهايتها العدد المركب .18+ ,8-8 


-- ن2 إذا تحقق احد الشر 


ونب 8< ,2إ أو 8+ 


Ve>03n,(e)eN ; Va>n, =|z, -a|<e 0) 


lim|2, -a|=0 2)‏ 
واضح أن العلد 2 يكون نهاية للمحالية (2) إذا كانت 8 هي نقطة التراكم 


الوحيئة للمجموعة 06 الممثلة لعناصر المتتالية. 


هندسياً فإن 8- ,11102 تعني وقوع جميع عناصر |1 


3 
a 


S(a,s‏ باستثناء عدد منته من العناصر على الأكشر تدای 


الشکل (2) 
الية ليست متقاربة في المستوى © تسمى متباعدة 
نلاحظ أن تعريف تقارب متتالية عددية مركبة [,2) يكاقئ تعريف تقارب متتالية 


نقاط ((,,ي×)) فی الستوی لزه إتما صيغ بلغة الأعداد المركية. 


في الحالة الخاصة إذا كانت 0= ,22فا قإن (م2) تسمى لامتناهية في الصغر, 


[,2] محدودة إذا تحقق الشرطة 


VR>o 3n, EN =|z, |>R 





سنا وعدود لأن 
6 


متياعلة وحدودة (لاذا؟) والمتتالية ("01) متباعدة وغير 


محدودة (لاذا؟). 


عثاك (1): أثبت أن له 


الحك: لدينا 


المبرهنة التالية تعطي العلاقة بين التتالية المركية [. 


(Iimz,} & {x,} = {Rez,} 


limz, = lim(x, +iy, )= lim x, +ilim Ya 


إثبات لزوم الشرط: با أن = ,2٠فا‏ فين 0إ 


قاسلا 


من جهة ثانية يذ النهاية عندما 0< في طرفي متراجحات المثلث: 


|۵- .2| ک |(ھ۔ پع)ع2(-]| ہ- پ× 


Im(z, =a)| < lz. ~a| 





إثبات كفاية السشره ان ,4= ,× ا و =a‏ روصتا قبن 0حابه- ,اسظ و 


عندما 6ج 8« في طرفي متراجحة المثلث. 


l2, -al=[(x, -a,)+i(y, -a,)| 


توحي المبرهنة (1) أن تحواص المتتاليات الرکبة التقاربة تشبه خواص المتتاليات 
الحقيقية المتقاربة. 
الخاصة (1): كل متتالية تكون محدودة والعكس بشكل عام غير صحیح: وبالتالي 


كل متتالية غير محدودة تكون متباعدة (في المستوى ©). 


البرهان: 


لتكن [,) متالية متقاربة. أي = ,2نا عندئذ يتحقق الشرط (1) لكل 


ثابت موجب > 0. وتؤدي التراجحة »>| 4- ,<| لكل ع إلى وجود ثاببت موجب 


>R‏ بحيث ۷۵ :۸ >| ,2| ويعني ذلك أن [,2) متتالية محدودة. 
كمثال على متتالية محدودة لكنها متباعدة يمكن أخذ ("1) والمنتالية ("01) غير 
حدودة بالتالي فهي متباعدة 
الخاصة (2): لأي متتالية 
اا يد تيل 


limz, =0 cs lim|z, 


| 7| صطا وھنە ت 








ارية في ©) إذا وققط إذا تحقق 


)0 6كاقحيةإكالعم, مجيهدهلا: ازع(ن) يو ة لديو 


ve>03n,(e)eN ;Vn>n, ,Vm>n,=|z, ة>ای2-‎ (10) 


إثبات لزوم الصرط: بجا إن 51 


2 ,2 كاله انيع < 5ل : 1١‏ 030,062 دور 


لکن عندها 1|2 - , 


کا لات مکی <دم+ھ اص م لتبد 


Ve>03n,(B)eN j; Vn >n,. VPeN= 


2کا(ھ-وھا۔(8- ,۳(5 پ2- ص2( 


تكون متقاربة ونهايتها العدد 2 ذاته لملذا؟. 
بالتالي اذا وجدت متنا 


الاصل متباعدۃ 


بة. الخاصة التالية تہین 


المستوى ©) يمكن استخلاص متتالية 





إذا كانت 28 - يدصنا و 6< راسلا 


اترك البرهان تدريباً 
إلى الآن كان تعاملنا مع الصورة الديكارتية للحد النوتي ملاذ+ ,> ,2 ولقيمة 


-3 لكن إذا كان م - ,2 و “م 8 فين المبرهنة (1) تفقد 


الشرط الكافي للتقارب فقط. 


عبرهنة (2) - الشرط الكافي للتقارب: لتكن ۶87ھ 


> 
limq, =a‏ ع ممح يسنا 
2 5 5 


)14( وم “هم lim2,‏ 


الإثبات: من علاقة أولر والتحليل الحقيقي نجلا 
limz, = lim (r, (cose, +isin, ]‏ 


= lim r, .cos (lim o, ) +i lims,.sin (ime, ) 


=pcosa +ipsina =pe“ 
. نذكر بأنه إذا كانت 0 >-ه فبن 0- ,2 سنا ت 0- يمنا‎ 
5 |د‎ a |= ج ,2 فإن م‎ a إذا كانت‎ 


بالتالى تأتى عدم صحة العكس في المبرهشة من متالية الزوايا (,6) والمٹال ١‏ 
ای کی دم س يي سن متاو ايا ,؛ وا 





/ 
+۴- |صڈ < ريرج سنا 


وعليه فإن ,©153! غير موجودة لأنها تتعلق بالدلیل ‏ 


لنلاحظ أنه اذا أخذنا اللعالیۃ _(م ین 


ویکون: 5 9 لاذا؟. ويتتكل عام يصح الآتي: 
نتبجة (1): 


إفا كانت <١0‏ ,2 واا فإنه من لعل القيمة اخبخة ,(ههمة) -ه يك 


)= [.ه) متقاربة من ال 





x 2‏ 
حيأدذ سيكون © - يو هذا لأنه باعذ >» 


يوج ره > ,ه يث جيم الحدود ,2 ذات الأولة 


< تقع ضمن القطا الزاوي #+» الي 





1+8 n+x 
ıê limtga=lima = 
n 
limarg 2, = lim 
جم کے‎ 
کت‎ 
ما سبق نستتج آن:‎ 


lim [cosargz, +isinargz, ]‏ .اسلا 


=e [cos(limarez, isin (limarez, 1 


=e" (cosy +isiny) =e 
ومن أجل 0< × محصل على علاقة أولر.‎ ٠“ لنلاحظ أنه عندما 0= ل تجد‎ 
وهكذا إذا كانت المتتالية ()م,) بة من عدد 8 (80) غير سالبه فإن لكل‎ 
.(,7قة) > ,© متقاربة ونهايتها‎ > ۵١82, قيمة مثبتة .© من قیم 8 85 توجد متتالية‎ 
العدده وبهذا المعنى يجب أن تقهم العلاقةة‎ 
limargz, =arga = a (15) 
تقارب متتالية في المستوى الموسع © والمتتاليات اللا متناهية في الكبر:‎ )2-7-1( 
هوذاته في‎ ٤ من عدد مركب 2 (+ھ) فی الستوی‎ 
2-0 (لاذا؟) لذلك يكفي دراسة التقارب من نقطة اللانهاية‎ © 
تعريفب (4): تسمى المتتالية [.2) متقاربة من نقطة اللانهاية -2 (ني ©) أو‎ 
لامتناهية في الكبر ونكتب = إذا تحقق احد الشرطین:‎ 
VR>O3n,(R)JeN ; Va>n,=>|z, [>R (16) 
07٦) 
0 > 81 هندسياً يعني ذلك قوع جمیع عناصر التالیة فی ا یوار (5),8 لکل‎ 
.)4 باستثناه عدد منته من العناصر على الأكثر (الشكل‎ 





يقال إن المتتالية [م2] متقاربة 
إذا كان كل جوار ل 8 يحتوي جميع العتاصر باستثتاه علد منتنه 


على الأكثر. 


ملاطفه (1): إذا كانت 4= 


متقارية في + 
اللامتناهية في الكبر خواص مختلفة عن الخواص السابقة لأن النقطة 

هه =2 ليست عدداً وبدون الدخول في التفاصيل نذكر الآني: 

الخاصة (1): العلاقة بين المتتاليات اللامتناهية في الكير واللامتنا 


,1,2 >5 :0 * ,2 يكونة 


1 
limz, = > lim و‎ (8) 
- 5 


برھان لزوم الشرطہ با أن ؛ہ< 


VR>03n,(R)eN ; Vn >n, =>|z, |>R 





1 


إذا كانت المتتالية .2 محدودة تحصل على الخاصة (5) ويتم المطلوبء 
أما إذا كانت (,2) غير محدودة فإن: 
VR >03 n, (R)eN => |z, >R‏ 
متتالية جزئية متقاربة في © 
هنه الخاصة أن المستوى © متراص بخلاف الستوی ٥‏ (لاذا؟) 


الخاصة (3)- العمليات الحسابية: إذا كانت = ,2ص و 6ه 2ح يي دنا فبن: 


20 


اترك البرهان تدرياً ران جر وی 


ملاظ (2): رغم عدم جواز كتابات من الشكل ٥+٥,2٥,2+‏ اځ لكننا تستخدم 
زات خاصة من الشکل: (ہ+6,٥‏ -8) وتعني المستقيم 1512-8 وكحالة خاصة 
)0,0( يرمز للمستقيم 1722-0 المنطبق على احور «0. 
(«أ+»,ز-») تعني المستقيم © -862 وكحالة خاصة (15.-) يرمز 
للمستقيم 0 > 62 المنطيق على احور لوه. 
(8-1) السلاسل العددیة الم رَ 
تبط مفهوم تقارب سلسلة علدية مركبة 


للسلاسل في المستوى © فقط. 





حيث ,2 الحد الآوله ,2 الحد العام أو التوتيء ‏ الدليل. 
متتالیة ا جامیع ا مز للسلسلة في (1) هي المتتالية التي حدها العام هو: 
ال رج + 2= .5 
بعد حذف أول 8 حد أي: 
پ رہ .+ ووو2+ وو 


سلسلة القيم المطلقة أو سلسلة الطويلات للسلسلة (1) هي: 


2+[2|+ 5 = 0) 


هل التسمية : سلسلة القيم المطلقة دقيقة في التحليل ا ٹرکب ؟ ولاذا ؟. 
(1-8-1) تقارب سلسلة عددية: 
تعريف (2): یقل إن السلسلة (1) متقاربة ومجموعها هو العدد المركب 8 إذا كانت 
متتالية مجاميعها الجزئية [,5] متقاربة ونهايتها هي العدد ‏ ونکتب: 
Xz 3‏ 
السلسلة التباعدة ھي کل سلسلة غير 
یب )+1( “e‏ 


الله توجد الحد العام متتالية امجاميع الجزئية 





بشكل عام وبنفس بالأسلوب نجد أن السلسلة الهندسية “2 730 تكون متقاربة 


في كل نقطة :2 تحقق 2|>1] ومجموعها يساوي حدها الأول 1= ,< مقسوماً على حاصل 


طرح أساسها = من الواحد (لاذا؟) 
|z|<1 0‏ 


وعندما 2|<1] فين السلسلة تكون متباعدة (انظر المال4). 





قالسلسلة '[5:)/2+1/2 متباعدة بينما 


هو مجموعها؟. 


عثال (2): أثبت أن السلسلة 3”6*”,0>2>1 30 متقاربة وأوجد مجموعها. 


9_777 سو و 
حدها الأول *عة وآساسها ”2-26 أقل من الواحد بالطويلة؛ بالتالي 
فالسلسلة متقاربة ومجموعها هو: 
(ومتعتجة ارچ شس کے 
عبرهنة (1): لتكن ,لؤذ+ ×× و رها+ ره - 8 عند 


0 ال 1< 
0 رما + رع رر 1+ ےی )ےط رت 


الإثبات: ينتج مباشرة من المبرهنة (1) في (1-7-1) والتعريف (2). 
يمكن أخذ المساواة (8) كتعريف لتقارب سلسلة 


عثاك (3): ادرس تقارب كل من السلسلتين: 


1) السلسلة متقارية لأن -. 27 


,<= ررد متقاربة اللاذا؟). 


2) السلسلة متباعدة لأن صود 70 متقاربة بينما السلسلة 2 ZY.‏ 


متباعدة (للذا؟). 





استتتاج خواص السلاسل من خواص الا 
ن استتتاج خواص السلاسل من خواص التالی 


الخاصة (1)- معيار كوشي: تكون السلسلة 212 متقاربة إذا وققط إذا 


)9( ع>أد ر< | دالء ملا , يمدملا ب الع() يمد مودو 


Ve>o3n,(s)eN; VYm>n>n, => e (10) 


کا 
الخاصة (2) - شرط التباعدة 
1) إذا كانت السلسلة ,2 < لعكس 
كان الحد العام ,2 لايؤول إلى الصفر عندما 
٭+- ھ فإن السلسلة تكون متباعدة 


 _ lim2, =0 01) 
نے‎ 
(12) 


© إذا كانت السلسلة .2,2 متقاربة فين المجموع .5 لباقيها يؤول إلى |! 
:ر متقار ئ هايؤول إلى الصفر 


والعكس بشكل عام غير صحيح. 


)13( ٭ و ے Zz,‏ 


(14) 


الرعلن: 
: 
1) بم أن السلسلة متقاربة فإن الشرط (9) محقق لكل عدد طبیعي ۶ وت ا حالۃ الخاصۃ 


من أجل 1 = نهد ابتداءٌ من دليل معين 5 إن >| ,| لكل >0 ونه تعن أن 


(f) limz, =0 





الحل: بما أن 0 غ "2 ونا عندما 2|<1| فإن السلسلة متباعدة. 
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توضیح: السلسلة "(22)1+1 متباعدة لأن 1< 2 


الخاصة (3) - العملیات الحسابية: 


ثابتان مرکبان فإن: 


Z6, =ca zeb (15) 


تعريف (3): تسمى السلسلة ,< < متقارية مطلقاً إذا كانت السلسلة ۱۶۰۱ 2 
متقاربة وتسمى متقاربة شرطياً إذا كانت متقاربة وسلسلة طويلاتها | ,2| (< متباعلة 
الخاصة (4): كل سلسلة متقاربة مطلقاً تكون 


پل متقارية - 





الخاصة (5) - الشرط الکانی 
1) المتحالية ره حدودة أي ١‏ : 8 >|,ة| 
2) امتتالية (.ط) لامتتاهية في الصغر 0= راوزل 
3) السلسلة Z(b, bx.)‏ متقاربة 
ة .222 متقاربة (قد يكون تقاربها شرطياً أو مطلقا). 
الإثيات تدريبا 
الخاصة (6) - اختبارات التقارب المطلق: _ 
0 إن اختتارات التقار التقاوت المطلق (وبالتائي التقارب حسب الخاصة (4)) لسلسلة 
ذات حدود موجبة وتشيه 


البعض من تلك الاختب 


ذات الحدود الموجبَة [5) عحدودة حيث: 

)18( پ|٭...+] یھ[ + 

2- اختبار المقا, رض أن 205 سلسلة حقيقية ذات حدود موجبة ومتقاربة وليكن 
| 2| بدا من اليل معين ١‏ عندنة تكون السلسلة ,702 متقاربة مطلقاًٌ 
بالتالي إذا كانت | ,|| 5| يدها من دليل 3 وكانت السلسلة ,جر متباعدة فين 
السلسلة ,2,< تكون متباعدة 


3- اختيار النسبة (دالامبير): نص أولة إذا كانت 1>ع > لشف ووذ[ بدماً من دليل 2 فين 


السلسلة ,2< تكون متقاربة مطلقاً 





تص ثاني: إذا كاتت 1> هنا بدا من دليل ه فين السلسلة ,2 


متقاربة. بالتالي إذا كانت 1< فين السلسلة متباعلة 


4 اختیار ا یذر (كوشي) 


نص أول: إذا كانت 1> > .صا بدا من دليل ١‏ فإن السلسلة ,202 


1) إذا كان 4-1 في اختباء النسبة أو اختبار الجذر نلجأ إلى اختبار آخر. 

2) إذا كانت النهاية العادية اذا موجودة في اختيار الجذر أو النسبة فإنها تساوي النهاية 
الا وآ 

3) اختبار الجذر أشمل من اختبار النسبة (لاذا؟). 

(3-8-1)/إضافات في السلاسل - التتمة 1: 

تعريف (4)لتكن [.) ولنشكلَاليلسلة 


+...+ a; kı <k, <...: Jf eN (19) 


عندئذ تسمی السلسلةق(19) سلسلة یڈ میالسلسلة ,2(2 


تعريف (5)'/لتكن لدينا السللتي/2 :2 و .یا ولناخ ۷شداءات: 


مأب0ع # بلج : رجا 
عندئة نستطيع تشكيل متتاليت ختلفة .[) من كيذه الجداءات بطرق متتوعة, 
لتقوم بترتيب الجداءات تلك كما هو الحل في اتميددات بشكل أسطر ارقم 


الطر) وأعمدة ( / رقم العمود) كما يلية 





2 
الجداءات الي من أجلها يأحذ انجمرع ۶ القيم #را,2,... على التوالي تقع 
على الخطوط الما: هة احداءات بدا من أعلى إلى اسف تحصل على التتالياك 


٠‏ مرتبة حسب الخطوط المائلة” 


بطريقة'أخرى وبالترتيب حسب المربعات التي تقبل الخطوط المائلبة أقطاراً لها 


محصل على جداءات من أجلها يأخذ كل من کو 4 القيمة 0 ثم قيمة أصغر) أو تساوي 
١‏ ثم قيمة أصغر أو تساوي 2 اح 

تسمى ,300 سلسلة حاصل شرب السلسلتين ,15:2 و .10 

في الخالة الخاصة سلسلة الضرب لكوشي التي نتعامل معها غالبا هي: 
)21 3 2)2 
نضيف الخواص التالية: 
الخاصة (7): إذا كانت السلسلة ,2,2 متقاربة مطلقاً ومجموعها العدده فين سلسلة 
الحدود التبادلة 2,6 تكون متقاربة مطلقاً وجموعھا و 8 ذاته. يعبارة أخرى فإن 
تبديل مواضع الحدود في سلسلة 
الخاصة (8) إذا كانت كل من السلسلتين .2,2 و .22 متقاربة مطلقاً ومجموعها 


هط على الترتيب فإن سلسلة حاصل الضرب 2 تكون متقاربة مطلقاً ومجموعها 


0 





الخاصة (10): إذا كانت كل من السلسلتين 
الضرب لكوشي تكون متقاربة مطلقا 
الخاصة (11) - للسلاسل المضاعقة. لتكن لدينا الصقوفة: 


ره 


(= 0 


ولبفرض اننا قمنا بترتيب عناصرها بشكل متوالية يسيطة (,2] 
إذا كانت .202 متقاربة مطلقاً فإ كل سلاسل الأسطر 


ب2باع 








كارين غلولة - امجموعة الثانية 
قرین (1): أوجد مسقط کل مما يلي على كرة ريمان 8: 
1) النقطة 21 2) الدائرة 2-0 +ير- 2+ [تر+ )6 


الحل: 


2) بتعويض 
عید: 

وتقاطع الستوی 0 
تريخ (2): )٥‏ صف ا جموعات ا 
Imzl>! (1‏ © مجممم دامر 
0 )نا(۱>2ء) 4( |2-1l+|z+|<3‏ 
Re(2z+i-1)>1 (5S‏ 

) صف المنحتيات التالية. 
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کا ک؟- آ+ام>0)عس 


:2()=2cost-isint 57‏ ہ1 


آ0کاکگا۔ : ا 
1-i(l-t) ; Osts!‏ 


٤)ھ:‏ 
ثم أثبت تخليلياً المتحني .7 أملس. 
الحك: 8 
1) يجموعة مفتوحة وحيلة الاتصال غير محدوه رحدودها المستقيمان الموجهان 


اد مسا در 





والدائرة 252| 


ثیست مغلقة ولیست مفتوحة متعلدة الاتصال وحدودها القطع الناقص 


2+13 |+|2-1| اموجه إيجاباً والقطع الناقص: 2+122 |+|2-1| اموجه 
سلیا۔ 
5) امجموعة 1< * مغلقة وحيلة الاتصال غير حدودة وحدودها المستقيم 1 = × الموجه 
من أعلى إلى أسفل. 
4 
x()=sint. y()=1 ;‏ عننما تمسح : لجل | ۱ 


کے 
وین 34 ×3 × 
ان × ترسم القطعة [1 ,1-] وعندما | 7٠7‏ 


نجدان × ترسم [1-,1] وف 
ن 1 = ل ثابت بالتالي التحتی هو القطعة [1+1,1+1-] مغطاة مرتین باقباھین 
متعاكسين. 


2 بحنف] من الجملة 26054 -(4)* و 5101 -(4)لا نجد القطع الناقص 


کے عندها اد[0,۸] جد ×<[2-,2] و 0 > وعندما ۸,2۸[<۲] جد 


ان × د[2,2-] و 0< لعا يعني آن القطع موجه سلباً 
-- [1,1-ت]لا[-1,-] 
2c0st)'-i (sin )'=-2sin t-icost gli‏ 
,0] وها أن: ]0,2[ sin’ t+cos* t= 4-3cos" 1+0 Vte‏ 
و (2')0(=2')2۸ فين المنحن .7 أملس على انجال [0,2] 


رين (3): 1) مستفيداً من التمثيل الوسيطي 











2) أعط تمثيلات وسیطیة متکافتة للقطعة [0,1+1]۔ 


0,1+i]:z2()=(l+i)t ; Osts1 
-]0,1[ حیث:‎ ٦ لدینا وازول,1>‎ 
t(i-1). 1:2 بلا-10(<1)‎ 0511 

E 


باکڈ ریو ا کا 
3 اد ۵ 
2) يمكن إعطاء القطعة [0,1+1] بإحدی التمثيلات المتكافثة: 
51> : لها 
ا1ك0 : 2+7-(0) .7:2 
کاک0 : y:z,(t)=tgt+itgt‏ 
رين (4): ليكن: 


01 


1+1 
۱ 


1:200=| 0+ 
xaz :2(0 


E 


2) خذ تمثيلا آخر للمنحن [ وإحسب قيمة التكامل السا 
3) إحسب قيمة التكامل على القطعة [4.3] ماذا تستنتچ؟ 

0٥1 
)1 لحك‎ 


152 





| xdz= f x(ax+idy [i+ (2 (-)dt= 


نلاحظ أن قيمة التكامل 


3) بأحذ التمثيل 0>1: ]ز+(-1) - (7:2)1 للقطعة [ف,0] نجد أنة 


5 کت (1-t)(-1+i)dt‏ ]عمل[ 


نستنتج أن قيمة التكامل قد تغيرت عن قيمتها السابقة رغم أن للمتحنيات 


التكاملية الثلاث نفس نقطة اليداية 0 ونفس نقطة النهاية ة مما يعني أن البرهئة 


الاساسية في حساب التفاضل والتكامل (مبرهنة نيوتن - ليبتتز) المعروفة للتوابع 





2) بما أن 0- ينا فبن ؛كدمه > نا على كل قطعة أفقية واقعة في 9 وبما أن 0 > ,لا 
+005 > نا على كل قطعة شاقولية واقعة في . وبالتالي ؛كدمه > نا على كل خط 
منکسر اضلاعہ توازي اغاور الإحداثية ويقع قي 0. 

لکن کل قطعة مستقيمة يمكن تقربيها بعدد منته من القطع المستقيمة الأفقية 
والشاقولية. مما يعني أن +6085 > دا في الساحة 8 


لتأحذ المجموعة (2 <(2|]ل|(21>2])--12 ونعرف عليها التابع: 


اتا : 1 
کی 
22| : 10 


لا في 52 ومع ذلك فين دا لايطابق الثابت في 1 والسيب في ذلك هو 

أن 6 ليست متصلة. 

تحريث (6): اذكر بعض الخواص التبولوجية مجموعة نقاط 55 في المستوى المركب. 

الحكة 

1) تقاطع علد منته أو اتاد عدد عدود من انجموعات الفتوحة ہو مجموعة مفتوحق 

2) مبرهنة بولزانو - فايرشتراوس. لكل مجموعة محدودة غیر منتھیة 15 في © يوجد نقطة 
تراكم واحدة على الأقل. 

3) مبرهنة غينة بوريل. من كل تغطية مغتوحة (6) للمجموعة المتراصة 5 في © يمكن 
استخلاص تغطية جزئية منتهية ل آ. 

4) مبرهنة غينة - بويل - ليبنغ تكون 15 متراصة في المستوى الموسع © إذا وفقط إذا 
أمكن عزل تغطية منتهية من كل تغطية غير منتهية (©) ل 55. 

5) تكون 2 نقطة تراكم ل 5 إذا وفقط إذا وجدت متتالية [(,لا..*)! من نقاط 1 
متقاریة من ھ 


6) كل مجموعة غير منتهية ۴ ویحدودة قی ١‏ تحتوي متتالية متقاربة. 





7 كل مجموعة غير منتهية 8 في © تملك نقطة تراكم واحدة على الأقل. 


وبشكل عام كل متتالية من مجموعة متراصة 8 في © تملك نقطة تتراكم واحلة 


تحرين (7): أي من المنتاليات التالية متقاربة وماهي نهايتها؟ 


1) متقاربة من 0 


تمرين (8): ه) أوجد مجموع كل من 


5 





كارين غير ملولة - المجموعة الثانية 


تحريث (1) أوجد مسقط کل ا یلي على كرة 
1) النقطة "ل 2) نصف المستوى 10220 
3 المستقيم 3= »2-4 
ثم ما هو مسقط النصف الأيسر للكرة على المستوى المركب؟ 
تحرين (2): 8) صف المجموعات التالية: 
(Rez) >1 © |z-1k<lmz 2‏ 
|22+4i-1|+122+3-2ij-8 (4 |22-1+3i|S6 )3‏ 
) صف المنحنيات التالية: 
yiz()=t+it" ; -m<t<0‏ 
qa:z()=icost ; ~RStSSR‏ 
yy :2(t)=2sh2t-îch2t ; —<1<+‏ 
ثم أن المنحنى 0+ > 0>۲ ; ا05[ 3 
تمرين (3): أعط عنداً من التمثیلات الوسیطیة التکافثة لکل من المنحتين: 
1) القطعة [21,1-21-] © ;1<x<2‏ ا 


رين (4): 0) احسب 2ه« | , يمالا |[ , 12< ] على كل من المنحنياتة 


z-al=r G3 القطعة [0,1-1] 2) 1حاج‎ )1 


0 اسب عدرل[ حیث [1,1]؟ تم ۲ القوس من الربع الأول للدائرة 


من النقطة 1 وحتی 1. ماذا ت 





حدودها معطة بالعادلة × = لإ وبحیٹ 2-<× نقطة داخل تلك 


u=xy+e ; e 
تريخ (6): اذكر بقية الخواص الأساسية التبولوجية نجموعة نقطية في الستوی المركب.‎ 
تقاربة وماهي تھایتھا‎ 


(n-1)(1-ni)" 
e 


تمرين (8): 3) أوجد مجموع كل من السلاسل وم لی د د ر 
3 


0 1 )1 ا 20 


مه 





وا 


التابع المركب بمتحول مركب 
أساسيات التفاضل والتكامل في التحليل المركب 
Complex function with one complex variable.‏ 
The principle of differential and integral in complex analysis‏ 


خصص هذا الفصل للتعرف على أهم المفاهيم والتراكيب الرياضية لعلم 

التفاضل والتكامل في الساحة المركبة كالنهاية والاستمرار وقابلية المكاملة وقابلية 

المفاضلة التابع مركب. 

(1-2) النهاية: 

(1-1-2) مفاهيم أساسية: 

1) التابع المركب بمتحول مركب واحد الوحید القيمة (2]! 0 هو علاقة رياضية 7 تنقل 
كل عنصر أو نقطة :د ,5 إلى عنصر وحيد 209 55؛ والتابع المركب المتعدد القجم 
هو علاقة تنقل كل عنصر إلى أكثر من عنصر واحد حيث ,5 و ڊ٤‏ مجموعتان 
نقطیتان فی الستوی الرکب ٥‏ وتسمی النقطة ٥‏ صورة النقطة الأصل < وفق ؟ و 
,تا جموعة التعریف و وت مجموعة القيم (بيان التابع). 

إذا كان (2)-0 تابعاً مركباً وحيد القيمة معرفاً في المجموعة ,15 ويأتحذ قيمه في 
E,‏ فاننا نكتبة 


f:E, CC, +E, cC, 0 


ھندسیاً التابع (2) ۴ =۵ هو تحويل او تطبيق ينقل ,8 إلى 5 


يوضع x+y‏ =2ء ۷+ =(۴)2 =۵ خد أن: 


o=f)2(=u)x,y( +i») x,y) ے‎ 


u=u(x,y)=Ref (2) , v= v(x,y) = Imf(z) 








,€ حورء الحقيقي 0 والتخيلي 09 وقية تقع النقطة 


اني © محوره 


الحقيقي 00 والتخيلي ۷ه » وفيه تقع النقطة 


© «الشكل1). 

نقبل مبدثيا يللفهوم التالی: الشعل (1) 
2) الفرع للتابع المتعدد القيم (75)2 © هو تابع وحيد القيمة؟ قيمته في كل نقطة 

,تا تطابق مع إحدی قيم 5 في 2 

إذا كان التابع التعدد القیم ‏ يأخذ « قيمة غتلفة مثنى مثنى (©م+ * 8) في كل 
نقطة 32 ,15 فإننا نقول إن التابع ‏ ذو ھ قيمة في ,۴ وهنا ۴ منته القيم . أما إذا کان ۴ 
يأذ عدداً لانهائياً من القيم المختلفة مشنى مثنى (+-2) في كل نقطة 22 ,8 
فنقول إن لانهائي القيم في ,15 

في الحالة الخاصة عثدما 2-1 يكون ۴=۴ وحيد القيمة في ,۴ 


على سبيل امثال كثيرات الحدود (2) ,۴ هي توابع وحيلة القيمة و يكون 


E, =C,l{a,(2=0) 


في (2-3) نجسد أن تسابع الزاوية 2ه - (7)2 لانهائي القيم في 
,5 وتابع الجذر #ل.- (5)2 








اللانهائي 
> متحولاً يدلا من ثابت . ما هي؟. 


هته التوابع بالتفصيل لاحقا لاسيما قي القصل | 


الثاني 


f(2)=f(z;) => z, =z, Vz, ze E, 


4z *Z, > f(z )#f(z,) Vz,.z, e E 


4) التابع العكسي ' ؟ للعابع وحيد القيمة (۴)2= »هو مجموعة حلول العلدلة 


ه - (2)؟ بالسبة ل 2 


كما هي العادة عند دراسة التابع "4 بصورة مستقلة عن التابع ‏ نستبدل شكلياً 


في حلول المعادلة. 
آنه إذا كان "۴ هو التابع العكسي للتابع ؟ فإن: 


[f'(o)]=o 





2- أوجد التابع العكيي ۴ للكابع ؟ 
الخل: 
1) التابع العطی حدود (تابع خطي) فهو وحيد القيمة في كل ,© وا 


-(م)؟ 


+ ماجيعه - + نه ج (يه)؟ -(2)؟ 
€C,‏ لا 


فإن التابع ۴ وحيد الصفحة ف 
بع ۴ وحي ف 


2) التابع العكسي ١‏ 


الخاصة (1): إذا كان ؛ وحيد الصفحة قي المجموعة ,15 فإنه يكون وحيد الصفحة في كل 


مجموعة جزئية من ,155 


الخاصة (2): تحصيل تابعين كل منهما وحيند الصفحة هو تابع وحيد الصفحة 


وبالتحديد إذا كان التايع (z2):E, +E‏ = وحيدالصفحة في ,۴ و 
راج رع :(ي)ع ده وحيد الصقحة في ۴ 2 .© فين تابع التحصيل (التركيب) 
رن ه- ر1 :((8)6)2 >0 يكون وحيد الصفحة في المجموعة ,55 

الخاصة (3): الشرط اللازم والكاقي كي يكون التابع (التحويل) (0-1)2 وحيد 
الصفحة في المجموعة ,۴ هو أن یکون تابعه المکيٰ ٢‏ وحید القیمة نی ا 

.f: E, حيث رتاه‎ 





تنويه: سوف نستخدم هنه الخاصة بكثرة لسهولة تطبيقها 
ابم 8+جة-(4)2؟ وحيد الصفحة في 
؟ وحيد القيمة في كل المستوى المركب .© 


تھمنا عملیاً ا الة عندما ,تا ساحة 


عثال (2): 


x 
عندما تغطي النقطة ± كلل القرص ,۴ فإن‎ 
]0,1[ النقطة نا ترسم القطعة المستقيمة الموجهة‎ 
عه‎ ]0+ 
لتالية (الشكل2).‎ 

E, = [0+ 2i,1+2i]=[2i,1+ 2i] 


هل التحويل ؟ وحيد الصقحة في القرص ,۴؟ 


التابع ”6-2 ككثيرة حدود مغرف في كل ,© والساحة المعطة ,55 مجمؤعة جزئية 


> يمه >0 بج2 _ 


>3 کو ورک2 رے_ 





[32كمهيه كع 2) وأنة 


القول إن فرع التحليل الر 
ذلك التحليل المركب يعتمد على مقهوم النهاية 
نفرض أن «أجن > (ج)؟ تابع معرف في المجمورعة 


ی ر 
: نقطة تراكم ل ,۴ 


ملاا+ہ× 


تعريفب (1) يُقال إن 


العدد ,8ذ+ ,8-8 هو تهاية التابع ؛ عند النقطة ,2 (أو عندما 


(أو اخقصاراً > (2)؟سناار 
تحقق أحد الشروط اللا 
E‏ 
بظ-0>|2, ,ت۷۶ : ۵<(ع)038 دیپ 
۱۲۵-۵ 
ھ=),2( vz}: 2, E 2, #2, , m2, =2, lim f‏ 
الشرط قي (8) هو تعريف النهاية بلغة ع 
رط كوشي) (الشكل4) والشرط في (9) هو 
تعريف النهاية بلغة المتتاليات (شرط غيته) 


لمم _ ےسک ۔ 


ها ر 





اذا غير موجودة. 


()۴ و 





بالتالي () يسنا على جتسار 2 عر 1 


بین نهاية تابع مركب ونهاية تابع حقيقي ويمكن 


مبوهنة (1): إذا كان 130+ داع 6 تابع معرف في جوار موخوذ للتقطة ,لذ + 
18+ ,2 >8 عند مركب قإن: 


00ز لی © ۹ سلاج هد (ع) فسن 


ت لزوم الشرطة ما أن ۵= (ء)۴ ونا فين 0| -(۴)2| قا ونجد الطلوب باعذ 
الٹھایة عندما ,7 +-* فی طرنی التراجحتین ١‏ 
a| & |v-a,lS|f-a‏ 


كفاية الشرط: ما أن 0- | ,ه- نا| 


15-3>(ھ)۶ 
کرطال +(3-) ريسل > (2)؟ ماحد بت رودن 


=(1-3)+i0 


م2 لم نشترط أن يكون ؟ معرفاً في 
تراكم مجموعة التعزيففت ,15. على سبيل المشال 





العمليات على النهايات في المستوى © تشبه مثيلاتها في :8 
إذا كانت 8 -(7)2«انا و 6 (2)ع ونا وه ثابت مركب قا 


(an‏ دہ -(ع)۶ سنزہ - ((دالم) جنز 


lim (f(2)*±g(2)) = lim f (z)+ lim g(z)=a+b 


(12) 
im f(2). lim g(2)= ab (13) 
r), E 


0یو . ڈے۔ کے 
limg(z) 6‏ (ئع ہی 


(f(z)g(2)) 


(14) 


الرهان: 

يمكن إثبات صحة العلاقات باستخدام التعريف (1) أو المبرهنة (1). 
المساواة (11) واضحة. 
بن صحة حالة الجمع في (12). بما أنة 
lime(2)=b & limf(z)=a‏ 


Ve>0 35,(e)>0; VzeE, ,0<|z-z, |<ê, >| f-a k5 


Ve>0 38,(e)>0; VzeE, ,o<|z-z, |<ê, 


Ve >0 35(e)= min {ê,.ê,)} ; VzeE, ,odz-z, 


|(f+g)-(a+b)|s|f-al+|g-a|< 





بنقس الأسلوب تبرهن حالة الطرح 


لبرهان صحة حالة الضرب (13) نكتب: 
اطا- ۲۸+۲۸۵-ع۲(عإ ط-ع۶| 
8۰۱۶-8 [+|ط-۶(۰8ک|(8-٤).5ط+(-ج).٣‏ 
لکل ٥>‏ & يه>0 لدينا ب8>|ه-؟| و ,> ع | فرضاً 


<e+lal:s‏ +| ۵- ۱۴ک[ +(۴-۵) ۱۴۲ اصح لین 


f.g-ab|<(e,+|laDe,+| ble, 
المساواة (13) صحيحة (للذا؟).‎ 
تدريباً إثبات حالة القسمة‎ 
:© النهاية في المستوى الموسع‎ )3-1-2( 
درسٹا فی الفقرۃ )2-1-2 نهاية تابع مركب (۴)2 عند نقطة ,2 في‎ 
المستوى © أي عندما ** ,2 و 86 وهله النهاية واحدة قي © وفي © عندما يكون‎ 
كل من .2 و © عندان مركبان‎ 


تؤول 


التالية: 


دراسة النهاية () ۴ ا في المستوى الموسع © إلى دراستها في الحالات 


9-0 2 ہے ہئ و a=‏ 


نفترض فيما يلي أن التابعم (2) ۴ =۵ معرف في مجموعة رن من المستوى الموسع 
© ويأخذ قيمه ,18 من المستوى الموسع © 2 نقطة تراكم ل ہت 


تمريقب. (2): النهلية المتعلقة ينقطة اللانهاية 0* هي واحدة ما يلي: 


ع هلا :0< (31)8 0دعلات ممع و ب و 


limf(z)= : 
7 5 


zk >|f-al<e 





limf(2)=c0 ; z, #0 <> VR >0 35(R) >0: VzeE 


0<|lz-z,|<ê>|f|>R 
limf(z) =o t> VR >0 3K(R) >0; VzeE 


lzl>k = |fI>R 


وط )8( ,)15( ,)16( ,)17( 


لجوار موخوذ مركزه النقطة ,< ونصف قطره ثابت 
يتعلق ب ۲ في ّ وفق التحویل (42 مع مراعاة 


انظر الأشكال (7,6,5). 


الشكل (6) 
)١‏ المساواة ,ده -(2*)؟ تعني أن التابع > (,2)ع ده يأحذ القيمة ,00 في 
النقطة 0- ,2 أي: ره > (8)0 


- (,2)؟ تعني أن التابع 





کا ۸ 
فتيجة (1): تعطى العلاقة بين التوابع 


الكبر كما يلي: 


limf a; a0 <o lif | (18) 


limf =0; 2, ت ممع‎ im 0 (19) 


20 هجون ہے ہہ سا 
1 نا 


6 
نستطيع بمعرفة العمليات على الأعداد المركبة إيراد أمثلة لتوابع وحيدة ١‏ نی 

متعددة القيم وإيجلد مجموعة التعريف ,15 ومجموعة القيم ,15 

أمثلة توضيحية: 

)١‏ (2) ,د (2)؟ ده کتر الحدود من الدرجة ١‏ هي عملیات جمع وجداء ورقع لاس 
ي لكل 22 © وبوضع ٣, )٥( =٥‏ نهد أن ,25 ,ظ,رج - 


2 |2 (2) ۴=« تابع وحید القيمة قيه ,© هه 5, (0) نا“ 


3) المتتالية [مة] > (2)؟ -0 تابع فيه ×= 


4) له - (2)؟ -ه تابع ذو ه قيمة وفيه (1/0, 2 


5) 224+ 2ه - هاده لانهائي 


عثاك (5): أثبت أن 1-0 





|f-a 


k > max {1, 1 
2 


- ف ولتتأكد من أن الشرط (16) 


بقرض ۸ >0 عدد مفروض ولنعين (8-8)8 بحيث إذا كان 0>|2-0|]>8 


.|٤‏ لدین 


ولجعل ۸< يكفي اختيار 7 ×مس<ق 


ملاحقء (1): إذا لم يكن التابع ؛ معرقاً في نقطة التراكم م2 لمجموعة التعريف ,1 في 


ى الموسع © ولكن النهاية (2)؟ 0ف موجودة في المستوى ,© فإنه بالإمكان 


إعادة تعريف التابع؟ في النقطة ,2 بأخذ التابع المملحة 
وو 

(2= imf(a) 
إلى نقطة عادية وتا السيب تسمى ,2 في هله‎ 


ثيرا ما يرمز للممدد بالرمزة تقسه 





(2-2) الاستمرار: 

ا قكرة الاستمرار هي تفسير لحالة خاصة من حالات النهاية في المستوى ,© 
(1-2-2): الاستمرار قي مجموعة: 

ليكن 41+37 تابع معرف في المجموعة 
,۴ من المستوى ,© و ,2 نقطة كيفية من مجموعة 
التعريف ,58 
تعريف (1): يقال أن التابع ؟ مستمر فی النقطۃ 
إذا تحقق أحد الشرطین (الشکل :)١‏ 
Ve>0 36(z,,)>0: VzeE, ;|z-z,|<ê>‏ 


)0 
ع>اليه)؟- )1 | 


Vz}; 2, €E,2, *2,,lim2, =z, >limf (z,)= f(2.) 2) 


ويسمى ؟ مستمراً في المجموعة ,15 إذا كان مستمراً في كل نقطة 2 2 ,5 
عندما يكون ؟ مستمراً في كل مجموعة تعريفه £ نقول إن؟ مستمر (دون أن نذكر 
المجموعة ,88 ). 
في الحالة الخاصة الحامة إذا كانت .2 نقطة تراكم للمجموعة ,۴ و ,2 ,۴ كأن 
تكون 10ء ہتا ساحة فإن استمرار التابع ۴ في النقطة 2 يعني أن: 
im f(2)=f(z,)‏ 


نة مع تعريف النهاية في تقطة نجد أن مفهوم الاستمرار 


الأول أن يكون التابع ؛ معرفاً في النقطة .2 والثاني أن تكون قيمة النهاية (2) 178 


تساوي قيمة ۴ 





إن التابع *2 معرف في كل © وبوضع 
بع في كل ہے 


معرف في 4-0 وإن 0+ (0)ع بالتالي ”2 معرف في © وقيمته في كل نقطة محدودة 
,© هي العدد 2 وأن 2 -(6)؟ 


أن ”< مسبتمر في كل نقطة من © وفيٍ النقطة 0ه 


لتكن ,32© نقطة كيفية و #>0. علينا إيجاد 0>8 بحيث 8>| :2- "2 


5+ ۰(-8+] ,2ے 2ہ >2 


|2۴5 >8 


|<ên(r, +5)"‏ ٭ج 


وعليه من أجل العدد المفروض 0>8 يمكن انختيار 8 الشکل (2) 
عن المتراجحةة 
تکو رجات 


عتلعا ہہ تأعذ |2 4ء جواراً ل۔ دہ تبد: 








2 
ع = (0) ع =m‏ 
- (0) بع عندما مد حم 


0(>0),ع عنما «<م. 


(6)ڈ maie‏ =1 و R(0)=0‏ عننا محص 





إن التابع ()8 مستمر في كل نقطة ,32© حيث يا ,2 كنسبة تابعين 


مستمرین بشرط 2,(۴0) .۹ 


ينفس الأسلوب يكون (2)2 مستمراً في © = ,2 عندما 2<" لأن هذا يكاقئ 
(01٦‏ 
استمرار التايع داع دره)ع في عه 
وی سےا ف 


في النقاط [) التابع (7)2 مستمر (بالفهوم ©) لأنه عندما 2-4|>8| يكون: 
[ہ(ئ۶6]م[-(ج)۸)0,5]م 
1 1 


3 +|8۷( Ra] 


ملعرفه: نعتبر في دراستنا للاستمرار على أنه في © وليس في 6 ان لم نشر صراحة 
خلاف ذلك ۔ 
يمكن بسهولة التأكد من صحة الآتي: 
1) یکو ابع اذ نا-7 مستمراً في نقطة التراكم رلاآ+ ,× 
إذاّ وفقط إذا کان کل من نا و ۷ مستمراً فی النقطة (مل,,×) 
في الحالة عندما 8 - ,8 ساحة و ,2 23 ي 
تے(:)۶)2(“۶ جن 


im =x.) & im v=, 


lees (n. 


وع/۶ (حیث هنا 2,(±0)ع) هي توابع مستمرة في .2 وتحصيل تابعين مستمرين 








3) إذا كان التابع 6 مستمراً في امجموعة المغلقة ,55 فهنة 


]- التابع عحدود في ,15 


وی: العظمی |۴| جص والصغرى |1015 في تقاط 


۶ (6)؟ک| ۶ اکرتاء 238.2 


2 م , عط ايم 


الخل: 


التوايع 2,2٠2(,1۳2,۸).م,2|,2|‏ مستمرة (ق 


من جانب آخر لدينا 6- (31)؟ فرضا وبما أن: 


lim f = 6i f (3i)=6 


فان الشرط (3) غير حقق والتابع غير مستمر 


لنلاحظ أته ذا استبدلنا العدد 6 بالعدد 61 


کل الستوی ,© با في ذلك عند النقطة 2-31 
ملاظع (1): إذا كان التابع ؟ معرفاً ومستمراً في 


(101)2! بتعويض 





أماإذا كانت نتيجة التعويض هي حالة من حلات عدم التعيين 
+06 .. اخ قإننا نزيل عدم التعيين هذا بالطرائق المعروفة في 


اق التوايع الأولية المركبة تشبه مثيلاتها المعروفة 


(2+9) 2+9 
- سزز ے کے im‏ 


(3+ع) کر 
ملإحقه (2): إذا كان التابع ۵+1۷ >۶ مستمراً فی الساحة تا فإئہ یکون مستمراً فی کل × 
لا باعتبار * ثابت: لكن العكس بشكل عام غير 


ار بالنسية للمتحول * في النقطة لإأ+ ×= ,2 والاستمرار 





1 mx 
چ وهنا = ۴ دزا وبالتالي ۴ غیر مستمر‎ 
وت تی ۳ - 1 يكنا وبالتالي ؟ غير‎ 


الآن إذا اعتبرنا؟ تابع بالنسبة للمتحول × (0 > لإ ثابت) نجد أن : 


r(2)=f(x+i0)=p(x)= =0 ; x#0 
چ5‎ 


(0)٠-(0)-20()ب‏ بمناد(ع)؟ سنا > 
وبالتالي التابع (:)© مستمر في التقطة (0,0) - ,2 
بالنسبة للمتحول لا وا 
(0+iy)=v(y) ۶۵‏ 
)0( =)0=1)0 (<) هنا -ز(ع)؟ هنا د 
وبالتالي التابع («)۷ مستمر في النقطة (0.0). 
:2-2) إستمرار تابع الزاوية الرئيسي 2 18 والاستمرار المنتظم: 
التابع 12خ > (82 مصرف نی الساحة [٭,٥]۴۱‏ ويأخذ قيمه ضمن المجال 
[+:5-) ولذلك تنم دراسة الاستمرار فی ٥‏ فقط. 
عيرهنة (1): التابع ع۸ مستمر قي كل نقطة ,د٤‏ 2 07 أي في المستوى 
المقطوع على طول النصف السالب من اغور الحقيقي وكل نقطة من هذا النصف هي 


نقطة انقطاع من النوع الأول بققزة مقدارها الثايت 2# 


مکنة مرکڑھا ں وتقع 
ضمن القطاع الزاوي الذي رأسه نقطة المبداً ومقدار زاويته 26. عندئذ إذا كان 


8> ,2-2 فين: ء > إيتومة -جيعة| fil‏ 





r2z; = x+ Arclg 
في الريع الثالث 11 يكون:‎ 


f(z) Arez; 


- (يه)/ جنا (.») 6 
f(25)=-«‏ 


دد 0×7 الكيقية هي نقطة انقطاع للتابع 


f (x,)-F (x) 
في البند (3- 2) يبراسة تابع الزاوية بشكل عام.‎ 


إذا كان العندان #بده معطيان ديكارتياً لإذ+بد- ,0+ لاه فإنه بدلاً من 


لركب (50)2+(2)ن - (2)#-ه يمكن أخذ السا 








(1,) إلى إحداثیات (۷رں). 
آو اذا کان ۵,7 معطيان قطبياً (9,,) - ”6 - يد, 
التابع ٥ہ‏ يمكن أخذ المساواتين: 
(re), v= v(r.)‏ 
اللتان تعنيان اتتقال إحدائيات (#,؟) الى احداثيات (0,م) 
للتوضيح نمثل على © و .© شبكة قطبية وديكارتية مرتبطة بالتابع 2 . 
تطبيق هندسي: 


D0:1»z<0 و‎ ۵= )z(=7 لیکن‎ 


۵< >0>6, 
وينقل شعاع إلى شعاع. 
,20 =0 , > م > 0ه يودب , بيع > 0 


وينقل النصف العلوي إلى المستوى باستثناء 007 ماذا؟ 


دیکارتیا بوضع ۷+ × =2 , 0+7۷ ده غيد أنة 





u =‏ +> و>0, 
لنلاحظ اننا انا 5 الصف العلوي للمسكَرّى مع أن < معرف في كل ° 
السبب في هذا هو أن التأبج وحيد الصقحة في 0 وغير وكيد الصفحة في كل © + 


هو ليس وحيد الصفحة في أي كباحة تحتوي زوجاً بي - (0 * ,2( 


4-3) ندرس هذا التابع بعبورة مفصلة. 
النتظم: کان العدد 5 في التعريف (1) يرتبط بالنقطة المدروسة ,به إلى جائب 
تعلقه بالعدد الكيقي ٭ وَلذلك یسمی ھذا النوع من الاستمرار استمراراً نقطیاً او 


عادیا تییزاً له عن الاستمرار 


يفت (2) ليكن «ذ+ ل 5 تابع معرف في المجموعة ,5 


يقال إن استمرار التابع؟ منتظماً في امجموعة ,8 إذا كان (8-8)6 في تعريف 


الاتترار (1) متلا عن التقطة 2د ,8 
بتعبیر آخر نقول إِن التابع؟ مستمر بانتظام في ,15 إذا تحقق الشرط 
حدة>]| يه- ئ|. بقاع يقير :0 <(ع)5-ة ٢٢٥3‏ 
:>ز(ع)٤-(ب۶5ا‏ 
ينتج من هذا التعريف الآ 
ينتج من هذا التعريف الآتي 
1) التابع الستمر بانتظام فی مجموعة هو تابع مستمر في تلك النجموعة والعكس بشكل 
عام غير صحيح» کن |ذا کن ااشابع مستمرا قي مجموعة وكانت امجموعة مقلقة 


وحدود فإنه مستمر يانتظام في تلك المجموعة. 





عقاك (6): آثبت أن التابع 2= ۴ مستمر يانتظام في السلحة 2|>1: ,5 والتابع 
مستمر لکن استمرارہ غیر منتظم فی الساحة 0>|2|>1: غ 
اح 


ليكن >0 عدد مقروض. علينا إيجاد العند (0>8)8 بحيث إذا كان 


7|+|2])| ,2- ,7 |ک 


8-8)٤(‏ بد الطلوب, 


واضح أن هذا الت 
واضح أن هذا التابع مستمر في ٠.‏ 


>0 علد مفروض ولنبين أنه يوجد علدين ,2 و ,32 مق بحيث 


.] 


02 
(2-2, تس‎ 
+e 


| 
|f(2)-f(z)F 





) الاستمرار على منحنى والاستمرار في ساحة حتى حدودها: 
لیکن المتحنىة 
1:2=2(t) ; te[a.B]‏ 

ان (۲) با =۵ تابع مركب يممتحول حقيقي معرف في المجال [6:8] 
عندئذ يمكن النظر إلى (؟) لا كتابع معرف على المنحني ‏ حيث أنه ينقل كل نقطة 
(0)- ,2 3+ إلى عدد مركب (00-1/)1 ولكي يتعرف لدينا تابع مركب بمتحول 
مركب على ۲ نحتاج إلى تابعين حقيقيين بمتحول حقيقي. 

9( [قبعاء؛: a=v(t)‏ & )(1:2=2 
تعريف (3): يُقل إن التابع [9.8]©؟ : (:)70-© مستمر على ا منحنى / إذا كان 
مستمراً فی انل [م] ء وبالإضافة لذلك يجب أن يكون (8)/ا-(2)/ إذا كان 7 

كيف تعرف استمرار تابع مركب يمتحول مركب على منحنى /؟. 
تعريف (4): ليكن (۶)2<ھ تابع معرف في الساحة 10 
يقال إن ؛ مستمر في الساحة 0 حتى حدودها ] إذا كان مستمراً في كل نقطة من 
2 وكان : 
٣۳ (0)‏ , ((2(“۶)/ےتلیں 


حيث (8,) وك هو اليعد بين النقطتين 1822 و 138 في 8 


ك تدريباً إثبات صحة الآتي: 


1 إذا کان التابع ۴ مستمرا على كل متحنى 7[ 
و العكس إذا كان؟ مستمراً في ساحة 1 فإنه يكون مستمرأً على كل منحنى 


ده 





رد ۳ للساحة 0 بسيطة قإن مقهوم الاستمرار للعابع ۴ ني الاح © 
حتی ا حدود ٢‏ یتطابق مع مفھو استمرار ۴ في الساحة الغلقة 5 (لصاقة 5) 
وعندئذۃ 

F(2 010)‏ ہج د(تئ سنا 


أما إذا لم يكن "1 بسيطاً فب 


استمرار؟ في الساحة 1 حتى حدودها "1 لايضمن 


عثاك (7): لتكن 2 القرص الدائرع 


02) 


/ (الشكل4). 


tim f =f(x+i0)=x =x >0 


lim ۶ 
مين‎ Areb zewe 





× =×-10 على . لدينا‎ 
=f (x-i0)= xe” =—x <0 


النقطۃ الکیفیة ×=0,3[<2] هي نقطة انقطاع من التو 


للتایم ےل والقغزة فيها هي: 


هنا لانستطيع إبقاء ۴ مستمراً عندما تعبر * القطع [0.3] من أعلى إلى أسغل أو 


من اسقل إلی اعلی, 
يمكن التعميم: إذا كانت 9 المستوى المقطوع على طول شعاع بدايته 0 فين كل 


50 الشعاء 7 ل لل 1 
نقطة من هذا الشعاع هي نقطة وع الأول للتابع 2أ وسنجد 
النتيجة صحيحة لتابع الجذر النوني وللتابع اللوغاريتمي (انظر الفصل الثالث). 
(4-2-2) التحويل بتابع مستمر والهوموميورفيزمات - التتمة2: 


ليكن ,8 ف ,8 :(6)2 -ه تابع مكبتمر ولتتسالل: إِدا كانت المجموعة , 


متصلة أو مفتوحة أو مغلقة فهل ,5 تملك نفس الككاصة؟. 


الخاصة 1 : صورة جموعةٍ متصلة وفق تحويل مستمر ؟ هي جموّعة متصلة. 
الخاصة2 : صورة جموعة متراصة يل مستمر # هي مجموعة مُتراصة. 

إن هذا غيرصحيح من أجلَ/مجموعة المغلقة أو ا مجموعة | 
تیر 


1) إذا كانت (0>ر,0<ء] 





© إذا كانت 2 رع و 1 © فإن ,8 مجلُوعة مفتوحة و؟ 
1 


الصورة [0,1) > ,8 مجموعة ليست مغلقة ولا/مفتوحة لملذا؟. 


يبرز السؤال: متى نضمن تكون صورة مجموعة مفتوحة أو مغلقة هي مجموعة 
ها نفس الصفة؟ 


يمكن إيجاد صف من التحويلات المستمرة التي تحقق هذا الغرض والني يدعى 
صف التحويلات التبولوجية أو الهوموميورفيزمات. 


تعريقب (5) : يسمى التحويل (2)-00 هوموميورفيزماً من ,55 إلى ,15 إذا كان: 


1) واحدا لواحد 
٠5 )2‏ “5 تابعان مستمران في ,5.55 على الترتيب. 


على سبيل امال التحسويلات بكثيرات الحسدود (2) ,4-8 هي تحسويلات 


الخاصة 3: اذا كانت ,۴ مجموعة متراصة وكان 6 تحويل مستمر وواحد لواحد في ,55 فان؟ 
هو هوموميورفيزم. 
الخاص46 : تحويل الإسقاط الاستيريوغراني هو هوموميورفيزم. 
نشیر إلى أنه إذا لم تكن مجموعة التعريف ,55 للتحویل؟ متراصة. 
8 غير مغلقة (,15<©) أو إذا كانت ,2 غير محدودة فإن الخاصة 3) تفقد صحتها. 


علی سبیل الٹل: 





1) إذا كان لدينا تحويلان هوموميورفيزميان فيما بينهما مجموعتين: بحيث إن إحدى 


ي نقاطاً داخلية للثانية فإن الأخرى سوف تحتوي نقاطاً داخلية للا 


2) تكون المجموعة المفتوحة 5 < © مبتصلة وبالتالي ساحة إذا وفقط إذا أمكن الوصل 


بين كل نقطتين منها بطريق مستمرة واقعة في تلك المجموعة. 

الآن يمكن إثبات صحة الخواصة 

الخاصة5 : صورة ساحة وفق تحويل هوموميورقيزم هي ساحة 

الخاصة» : إذا كان (12 - ۵ تحويل مستمر في الساحة ,19 - ,55 وینقل واحد لواحد 10 
إلى جموعة 6= ,۴ فإن 6 سلحة. و 6+ (1:؟ هو تحويل هوموميورفيزم. 
الخاصة7: إذا كان 6ج 1 :(2)؟ -0 تحويل وحيد الصفحة في الساحة © ومستمر في 
5 فبن 66جه30:؟ و 66-(60)؟ 


إذا كانت الحدود 26 معلومة فإنه لإيجاد 3 يجب أن نأخذ تلك الساحات في ,© التي 
حدودها هي 26 ولتحديد الساحة المنشودة 6 من بين تلك الساحات تأحذ نقطة 


كيقية ,232 قتكون السلحة 6 تلك التي لأجلها (,6<۴)2. 





الخاصة8 : التحويل بهوموميورفيزم يحفظ درجة اتصال الساحة 
(3-2) قابلية المكاملة: 
يكن آلتعبير عن مفهوم قابلية المكاملة لتابع مركب 
يثلاث طرائق متكافئة 
الطريقة الأولى: استخدام مجموع ريمان التكاملي: 
ليكن ۷+ =۴ تابع مصرف علی النحنی 7-2 
ولنقسم ١‏ بالنقاط 3= ,2,,2,..,= ,= إلى ١‏ من الأجزاء 
مصاحطلے ت2 ؛۷ ونضرض أن :7)1 جع ٤=‏ ولنختار 
على كل جزء .7 نقطة كيفية ,يا (قد تكون يي أحد الطرفين 
0 ) ثم تشكل مجموع ريمان التكاملي. 
۰ (مصحمالة) زه دالة)+ل,-ة)(ج)؟ 
إذا وجدت نهاية وحيلة وتحدودة عندما 0+-/ للمجموع (1) وكانت قيمتها 
مستقلة عن النقاط .ہي فيقال إن التابع ؟ قابل للمكاملة على المنحنى , 
التكامل تساوي قيمة النهاية وتكتب: 


00 im (مقحة)(يت)؟‎ 0 


الطريقة الثانية (ديكارتية): 
تفع فی اغمسوع (1): 3۷+×-2ء لرا<ے ہت ےس ہلک ہش 


ملاح ولاك ولاش ينرذ ( ما۷ )= پا ( ا۷ )۷= ر۷ غبت 


$ 1) يعديه) لي (بيكيه)‎ =u Ay) +i (vu Ax, +, Ax.) 


وعندما 0ج1 نجد العلاقة: 





لع z=  udx-vdy+i j vx +udy‏ | تت 


الطريقة الثالثة (وسيطية): 
إذا فرضنا أن المنحنى التكاملي 7 معطى بالعادلة: 
:2=2(t)=x(+iy() ; ,8[ (4‏ 


بتعويض المعادلة (4) قي التكامل ل ] بعد ملاحظة أن ٣ل()21=‏ 2ل بد 


العلاقة: 


و f[z(0].z'(Dadt‏ دم ل 


نلاحظ أن استخدام الطريقة الثالثة الوسيطية لحسابٌ قيمَة تكامل يتلخص في 
تعويض معادلة المنحنى التكاملي 7 في عبارتي (1)2 و يتك ونحصل على تكامل لتابع 
مركب بمتحول حقيقي : وعندما لاتكون معادلة ‏ معط أو كانت معقدة فإننا نلجأ إلى 
الطريقة الأولى أو 

واضح أته إذا کان التابع؟ مستمراً علی المنحنى / فإنه يكون قابلا للمكاملة 
على 7 
عثاك (1): احسية 1) عة ] ٠‏ 2) بنك ] .حيث 7-35 منحنى في المستوى المركب. 
الحل: 
1) لدينا 1 = (2)؟ لكل وبالتالي ۴)5,(=1 وهذا التابع مستمر على 7 فهو قابل 


للمكاملة نشکل جموع 


دوہ مال 6ا۶ت 





(=3 x=) 


علد | فن : 


في الحالة عندما يكون : مغلقاً جد أن : 0= 24 


لاحظ أن قيمة ل من التكاملين مستقلة عن شكل المنحنى التكاملي 1 وترتبط 
فقط بطرفيه 3 و ا وإن هذه القيمة تساوي الصقر لأي منحنى مغلق. 


تطبيق نظري هام: احسب قيمة التكامل : 





تنویه : سوف نستخدم العلاقة (16) في كثير من أَلمَضَليَا النظرية والكُملية 


تعريفب (1): لتكن 8 ساحة (قد لاتكون وحيدة الاتصال) حدودها ,۳ لا...لا ٣*۲,‏ 
و؟ تابع معرف في 5 
تکامل التابع ۴ على الحدود ۳ هو 
f e 0‏ دي ] j tz+..+‏ حعظ ] 
حيث توجه 1 بحيث تبقى نقاط الساحة 19 على جهة اليسار. 
من الواضح أن خواص التکامل الرکب تشبه خواص التكامل | 
فيما يلي نقرض أن و8 تابعان قابلان للمكاملة على المتحنى طن وء 
ى عي لس مه اکا سیا 6ں م2 سم 


© ی الس 





| oft =e fiz 
(f se)dz= fizz jgdz 
د مل (الشكل2).‎ | z+ iz: 


ع | -= عا (الشكلة) 


ال رح 
ال خاصة (2) - تقدير التتاعلة 
کا مسرا من بای وو 
1م 
۱٢١(۵‏ ] ]ا 
: / ال 1 06 
حيث ”(ف) + '(×) ل إعك] عتصر الطول على ۲ اضف لذلك اذا كان 
|2 = و ()£ طول 7 قإن: 


(13) ور سس وا 


الخاصة (3) - تقريب التتامل 
) ذا ک٤‏ مستمرا فی و :د بن 


عا قاع یز امو میں 











(4-2) قابلية المفاضلة: 
إن البحث في مسألة قابلية المفاضلة التابع مركب يتم باتجاهين : 


الأول هو قابلية المفاضلة بل المركب في ) » والشاني يتم وف التحليل 


لتابع مرکب وفق التحلیل 


وقبل ذلك من 


ع صنا lm f=‏ أو 1=— lim‏ 
2 لے م 


(*) يقال إن ؟ صغير مقارنة مع # قرب * في © ونكتب: (8 وج اد (ه)ء ع إذا 


(*) يُقل إن 1 دود مقارنة مع 8 قرب 8 وفی 2 وتکتب: (ع) 


موجب 0>14 بحيثة 





20 M VzeENS(a,e) 
٤ 


في التقاطع (,8015)2 ونكتب: 
(0)1 -5 إذا وجد ثايت /0>14 بحيشة 
(.[.,ہ)05 5ءء ٢‏ 24ك|؟| 
بر العلاقات (1) و (2) و (3) عن السلوك | ابع وأما (4) و (5) فإنهما 
بير التقريي الموضعي لتابع: 


يبي العام قي كل) المجموعة 15 فيأخذ الصيغة التالية: 


إن ؟ محدود مقارنة مع # في كل المجموعة 8 ونكتب (0)8 >1 إذا وجد 


ثابت 0>1/1 بحيث: 
3 


في الحالة الخاصة عندما ١‏ - 8 نقول إن محدود في ©8 ونکتب (0)1 -/ 


إذا كان: 
0 3 
تطبيق (1) - السلوك التقريبي بين كثيرتي حدود: 
لكن يه+...+ “مره (2)ليم(2)؟.رط+ (#)مودق؛ 
20,2٥‏ بیط 
معرفان في كل التو" 
2 نقطتا تراكم لمجموعة التعریف ٤,‏ =۴ ولدین 
,= )4(2 ۰ |3 ,2 )م 


"ےط = )2( , 





2) عندما >5 لدينة 
10( 

عندما س =۸ یکون 
(11) 


عثان (1): لیکن "2> ت, "2< ج حیث صبته عددان طبحیحان ر > ۵ 
ادرس التقدير التقريي قرب كل من النقطتين 0 ف ه. وأوجد التقدير التقربي في 
المجموعة 1 <|8:2 


الحل: هنانج 


(م)٥چ‏ 7/, (ج)ہ - 


(2-4-2) قابلية المفاضلة والمشتق وقق التحليل المركب (في ©): 


تعريفب (1): لتفرضض أن؟ تايع معرف في جوار التقطة ,2 
يقل إن التابع 5 هو © - قابل للمفاضلة او قابل للمفاضلة وفق التحليل المركب 
أو - اختصارأً- قابل للمفاضلة في التقطة ,2 إذا كانت النهاية 1 E‏ 


وعدوة ومستقلة عن مسار 4# نحو الصفرء وعندئذ نسمي قيمتها مشتق التابع؟ في 
النقطة پ2 ونكتب 0 


Af‏ | (2اكة _ زيماعة 
-<صناء |-2دزيع) ا 
باعہ dz‏ 


T(z, +42)-f(2.) 


۴(2) 


= lim 


, ۸۴ =۴)z(-۴)2.( حيث‎ 


١‏ ا لے 
تلف 





ل للات 


إن قابل للمفاضلة في الساحة 8 إذا كان قابلاً للمقاضلة في كل نقطة 


من 0 


> ملعوق: ستجد في الفصل الرابع القابل للمفاضلة في ساحة يكافئ نظاميته في 


تلك الساحة وتفقد هنه القضية صحتها اذا استيدلنا الساحة بنقطة. 
عبرهنة (1): يكون التابع ؟ قابلاً للمفاضلة فيبالنقطة ,2 إذا وفقط إذا كان تغيره كله 
یکتب علی شک ترکیب خطي لتغير متحؤله 4: 
)13( وجيج (42) 0 : (۸.42+0)42 = 4۴ 
حيث 4 ثابت مكبتقل. وعندئذ يكون: 
(14) ه- (ي2)"؟ 


الإثبات: 


6 
لزوم الشرط : با ان التابع ۴ قابلي للمفاضلة في ,2 زین ( ٣-۴)‏ 


Ve>o:35(e)>o; o<|z-z, [<ê > | )م‎ > 
9 


وهذا يعني أن كلا من العلاقتين (13) و (14) صحيح. 
كفاية الشرط : إذا كأن الشرط (13) عبقق و 4 ثابت مستقل فإنه من تعريف التقدير 
(42)ه نجد أن؟ تابع قابل للمفاضلة في النقطة ٠2,‏ 
بسهولة نهد أن الخواص التالية صحيحة 


الخاصة 1): التابع القابل للمقاضلة في نقطة (أو ساحة) هو تابع مستمر في النقطة (أو 


الخاصة 2): مجموع أو فرق 


قايل للمقاضلة (تستنني جذور المقام في حالة القسمة) وتبقى قواعد 





الخاصة 3): التابع القابل [ قاضلة ف ساحة هو تابع قبل للمفاضلة في 


من التوابع: 


المفاضلة لكل 


وضة معرفة ومستمرة في كل المستوى © 


,632 لنينا 


Af nz" .Az+o( Az) 
im = lim 1 
Az ene 
وكون ,2 نقطة كيفية من © فإنه لكل 92© يكون‎ 


(5) 


وعلى مسار شاقولي ۸2 


3 


ET 


اھ 
إذن النهاية im‏ غير موجودة لأنها تعلق بمسار متش نحو الصفر. وهذا يعني 


أن آلتابم 2 ع إل للمفاضلة في الساحة (10 


© ولاتوجد ساحة يكون فيها الشابع 
قابل للمفاضلة (قابل للسغافتلة في النقطة 2-0 فق 





أخيراً كما التابع 2 ند أن التابع |2] غير قابل للمفاضلة 


الستوى المركب ويقبل المفاضلة فقط في النقطة 0 =2 


1ل 1 
0 ومستمر في 


(140© وهو قسمة تابعين الأول 1 - ۶ قابل 
للمفاضلة في كل المستوى © والثاني ”8-2 قابل للمقاضلة في 


ل قابل للمفاضلة في [1/0© ويحسب مشتقه من قاعلة القسمة: 


من (15) و (16) نستنتج أن: 
VzeC , mez 07‏ '" )2( 
التابم (2) ,م -؟ هو مجموع لعدد منته من التوابع القابلة للمقاضلة في كل ° 
بع (2) =۴ هو جموع من التوابع 
فهو قابل للمفاضلة في © ويكو 
ı(n-1)z**+...+a, (18)‏ تی ۵> ل ,چ+...+ ۰ رم 


التابم ع قسمة تابعين كل منهما قابل للمفاضلة في © فهو قابل للمفاضلة في 
کے ل ل ف ف 
الساحة (0- ١)۹,‏ ویکون 


(19) 


سترحقء هامة (1) : التابع < أو |2| مستمر في كل ال 


في أية ساحة من ©. أكثر من ذلك كنا وجدنا أن التابع ۲-0۶ یکون مستمراً إذا 
وفقط إذا كان كل من نا و مستمراً. 
التخيلي ۷ لكل من التابعين 7 أو |2| هو 


ابع مستمرق 
ابع مستمر 





الجزئية لكل من القسم الحقيقي دا والقسم 
بر كاف كي يكون التابع ؟ قابلاً للمفاضلة: ولابد من وجود شروط 
إضاقية كي نضمن قابلية المفاضلة (وفق التحليل 


بالتفصیل نی البندین القا 


المركب) ونبحث هذه الشروط 


(3-4-2) قابلية المفاضلة وفق التحليل الحقيقي والمثتق وفق اتجاه - النتمة3: 


عقددة: ليكن 33+ لاب (7)2 +0 تابع معرفا ق الساحة 0 <> ولتفرض أن كل 


من لا و7 تابع قابل للمقاضلة في النقطة (,لا..مة) - ,82 أي 


Au=u(x, ¥ Ax,y, +Ay)-u(x ¥.) 


Av = v(x, + Ax,y, +Ay)-v(Xa,¥,) 


Au =A, (4x,Ay)+B., (4x.Ay) 
Av =A, (4x,Ay)+B, (4x.Ay) 
حیث ,× < ×= ,ل - لم رھ ,+ ۵ = ۸2,۵2 + ,2 د‎ 


آما ,۸ و :۸ قھما تایعان خطیان بالشحولین ×۵ و لو۸ 


du =A, = u, (x, ¥.) 4x + u, (x,.¥,)AY 


dv =A, =v, (x, ¥. (AX +Y, (x, ) AY 


یدعی ,۸ تفاضل لاقي ,2 و پ۸ تفاضل ,في ,2 


أخيراً B8.‏ تابعان صغيران 





#- قابل للمفاضلة في ,2 إذا كان 


.لا..*) هذا يعني الآتي: 


Af = Au+iAv = f(z, +Az)-f(,) 


ان ۷+ دل = هي فإن الفرق بین التغير التام ۸۴ والتفاضل هل هو تابع 
B=B, +iB,‏ 
Af =df +B(Az);‏ 
لنلاحظ اته إذا کان ۷ل + ف = ۴ل فإن : لرل ,+ f = f dx‏ 


Vudx + vydy „ du = u, dx +, dy, f, = u, +ÎV,, f 


جوار النقطة (ہل۷,,×) 


جب +علي] - كل - هل 


f, - -îf,) 





إثبات اليزوم الشرط: بما أن التابع ۴ قابل للمفاضلة في النقطة ,2 (وفق 12) فإن المساواة 
(20) صاحيحة في ,2. من عيارتي ۷/30 غجبد أنه في ,2 يكون: 


مہ" ليد ,أ +عط.ي,؟ - كل - هل 


والآن باستخارام: 


في (24) تحصل) على الطلوب 
كقاية الشرط تدريبا 
نتبجة (1): تمثیل التغاضل ۴ل في العلاقة (21) وحيد لاذا؟. 
تعريفب (3): يقال إن التابع ۴ قابل للمفاضلة قي النقطة 2 وق التحليل المركب إذا 
كان قابلاً للمقاضلة وفق التحليل الحقيقي وكانة 
f, =0‏ 


کا , = 
شرط قابلية المفاضلة المركبة أو اختصاراً شرط قابلية المفاضلة. 

يبرهن أن التعریفین (1) و (3) متکافشان وان الرمزين في (22) و (23) يكافشان 
اشتقاق 4 شكلياً بالنسبة ل 2 و 3 على الترتيب وأنة 
en‏ ا ,۷= 000 

اترك الإثبات تدريباً 

نسمي (26) شرطي كوشي - ريمان قي الشكل الديكارتي وستتوقف ملياً عند هنين 

الشرطين في البتود القادمة لأهميتهما 





۴ مستمر لكته غير قابل للمفاضلة وفق التحليل 


۷ كذلك اذا كان ۲-۶ فان 1*0- ئ٤‏ بینما إذا كان 


dz=1-Az=Az, f" 1‏ 
من جهة ثانية إذا كان ۴ هو © - قابل للمفاضلة في النقطة ,2 وعوضا عن 
هل 
عبارتيداك و 01 يكون مه (2) 6 - 080 أو 7 
ری 2 E‏ عه 
نتبجة (2): يكون التابع (0-7)2 هو © - قابل للمفاضلة في النقطة ,2 اذا وققط 


اذا كان 0 > (,2) ,1 وهنا ۰۸2 =f,‏ سل ويرتيط ناو“ 


اللذان ینتجان من شرطي کوشي 


سے - اللشعق وفق ااه 
انشع وفق أاه: 


(جھ) 07+0 + لج ۶ھ 
119-70 0 


بوضع ٭|تھ |- تھ تبدًان: 


+f, ™ + (4z) 29) 


07 سے ع تكون اله كك وين 
یٹ ہج لي كني تكون التهلية جم 108 


موجودة ومحدودة عيب أن تكون النهاية ۸2 عة نا =م طز موجودة وحدودة وتساوي 





fim =f, +8, 
بق عد‎ 


تعبر العلاقة (30) عن قيمة المشتق 
الاتجه المعين بالزاوية ,© وتبين أن ا مشعقات» 
ابع ؟ وفق اتجله هندسيّاتمثل دائرة مركزها 
f(z.)‏ وتصف قطرها |[,2)ب|. (الشكل1) 
في الحالة عندما يكون ؟ قايلاً. للمفاضلة في ,2 وق التحليل المركب أي 0= 
تؤول الدائرة السابقة إلى نقطة بهي الحالة المدروسة في (2-4-2) وهنا يكون !1 
مستقلا عن الاتجاه 
تطببق (2): 
لیکن ۶ تابع معرق في جوار ٤3,‏ 
أثيت أن الشرط اللازم والكاني كي يلك ۴ مشتقاً في ,ے هو أن يكون۴ هو 
©- قابل للمفاضلة في .2 
الخل: 
إذا كان؟ تابع © - قابل للمفاضلة في ,2 فإن1 هو 8- قابل للمفاضلة و 
, وحسب (29) يكون 0ج 1 (عد)وب ع A‏ 
وهذا يعني إن المشتى موجود وإن ٤,‏ =(,2) ۴ 
الآن إذا كان ؟ هو © - قابل للمفاضلة في .2 وإن مشتقه هو (,۴)2 فإنه من 
أجل قيم صغيرة ل ت۵ يكون: 
مح( : (عد)و+(,2)” 
بالتالي: 


Af =f'(z,).4z+0(42z) : 0(2) zo 





عو 8 - قابل للمفاضلة في ,2 وأن 2ه (,05-1")2 مما يعني أن 


في دراستنا كلها تعتبر قابلية المفاضلة تلك التي هي وفق التحليل المركب. 
فيما يتعلق بنقطة اللا تهاية فإن التابع 6 يكون 3 أو ©- قابل للمفاضلة في 


هذه التقطة اذا كان التابع 
8 


البدا على التر 
(4-4-2) شرطا کوشي - ریمان: 

لیکن “3# + - ؟ تابعا معرفا في جوار النقطة ,2 

كنا وجدنا أن وجود واستمرار المشتقات الجزئية ,مام رنا,.17 ,7 في 
(,,×) لوحدھا لاتكفي كي يكون ؟ قابل للمفاضلة في ,2 ولابد من تحقق الشرط 
۵ او القرطین ,> , ,نا ولأهمية هذين الشرطين الإضافيين نقوم 


بدراستهما تفصیلاً باستقلال عن قابلية المفاضلة وفق ۸. 


7 الشرطان في الشكل الديكارتي: 


عرهنة (3): يكون التابع اجن = ۴ قابلاً للمفاضلة في النقطة ,2 إذا وفقط إذا 


1- کل من دا و ۷ يلك مشتقات جز بة مستمرة حتى المرتية الأولى قي (7)50:3 


(ہل5۰)۔ 





f'(z2,)= u, +îv, , F(2.) 
62 
(2, ps Tz JEW Fi 


الإثبات: 


لزوم الشوطة با ان۶ قاب ل للمفالة في ,= قبن (م)42+6.(,ع) ۴= اد سن 


ەہے- (م)ء نه “بره )+ :(ييد) عددم 


e,(pم)=0(p)‎ & (p)=0(e) 
د‎ f A+B , Af = Au لنضع الا‎ 


Af = Au+iAv =(A +iB)(AxX +iAy)+ e, (p) +e» (e) 
¬» Au = A.Ax = BAy +e (p) 
Av = B.Ax + A.Ay + Ê, (p) 


هذا يعني أن كل من لا و /ا هو تابع أقابل للمقاضلة في النقطة ( 


(o)‏ + لھ رلا+ عن _/ > باه , (م) 8 + له نا + عش ناح به 
تمد أذذ پلا =4 ۰ رلا = ۰8 ,۷ =8 ,۷ = | ومنه العلا 
وجلاحظة أن 18+ 2,(=۸) ٠‏ تحصل على العلاقلك (32). 
اترك إثبات كفاية الشرط تدريباً 


مر الواضح أن المبرهنة تبقى صحيحة إذا استيدلنا النقطة .2 بساحة 0 


عثاك (3): أعط مثلاً توضح فيه أن شرطي کوشي 
يكون التابع المركب 0+1۷ > ؟ قابلاً للمفاضلۃ 


الحل: لناعذ التابع : 
z=(x,y(2(0.0(‏ 


(x.y)=(0.0) 





CC 20‏ 
م ااانا فاج ی ای د 


النقطة (0,0) لآن : 


u=Ref =f u, (a= lim 


(r a) x 


التابم ۴ غير قابل للمقاضلة في التقطة 0 > لأنه على المسار »دم > لا 
لدينا النهاية 2 - ؟ ا مرتيطة بالسار. 

lm‏ ہے 
عثاك (4): أثبت أن التابع 2+1 -؟ قابل للمفاضلة في كل المستوى © وأن |2|-؟ 
و5-؟ قابل للمفاضلة نی النقطة 0 =2 فقط. 
الحل: لدينا 
22+i=2(x +iy)+i=2x +i(2y+1)=u+iv‏ 


3u =2, =1+2y =u, =2, u, =0, =0, vy 


طي المبرهنة (3) عققان لكل (ل,») والتابع قابل للمفاضلة في كل 


(0.0) 


ختاماً تستطيع الحصول على صيغة أعم لشرطي كوشي - ريان (31) كما يلي: 


Ne 








الائبات: لنبرهن أن (31) جم (34). لديا 


(31) + (u, i), +۷ (= 


u +i, =v, =0 e u, + (u, +, (=0 


(34) ج 


نبرهن أن (35) /(34) کمایلي 





ان (2) .م > 6 فإن؟ قابل للمفافيلة في كل نقطة 22 © 


ال : اذا کا 


قاع 2= ۴ غیر قابل للمفاضلة فی أي ساحة لأن 0 1 
3) الشرطان في الشكل القطبي: 
عرهنة (5): لیکن *6: - 2,(ب,؟) 1+ زم ,)نا ؟ 
ر = ,2 إذا وفقط إذا كان 


يكون التابع ۴ قابلاً للمقاضلة في النقطة 


1) كل من نا و7 قابلاً 


> 


x=reosp, y=rsinp , 


SU, =U, x, FU, = U, CoS p+ u, sin 


v,.(-rsin.p) + v,.(réoso) 


„ sin + v,.cos =u, انا < 0٥0ہی +0 لی‎ 


ويتفس الأسلوب نبرهن الشرط الثاني في (35). 





تحصل على (36) كما يلي : 
[(+ی)+(یہ+عد)]ء 


=r[(u,.cosp+u,.sif e) +i(v,.cose + v, sin 9)] 


+N 
=r.(u, +iv, ).cosp+ir.(u, +iv, sih q= x (u, +iv, J+ (rie) 


if (2)=(x+iy)f (z= zf (2)‏ 
لک ملاحظة آن z= ٣۵‏ نجد: (2) ۲٥‏ = (,۷ا+ ,س)ع۔ 
ومته القلاقة اليمنى في (36) صحيجة بعد وضع ,2-2 
إثبأت العلاقة الثانية في (36) تدرييا 
عقال (5): أثبت أن "2 ۴ قال للمفاضلة في كل المستوى المركب حيث | <" 
مستخدماً الشكل القطبي واحسب مشتقه 
الحك: بوضع ۲٠"‏ =2 جد 


f e (rp) +iv(r,e) 


>u = r" cos mp, v = r" sin mp 
.)# 0(# بالتالي الشرطان (35) عققان لكل‎ 
ع٣‎ : ٥> عاك 60): لتكن (1]0,0© -2 ر 27 >مٛ‎ 
أثبت أن التابع = ۴ قابل للمفاضلة في كل نقطة 0<2 واحسب مشتقه‎ 
الحك: لدينا: (الشکل3)‎ 


f(2)=u(r.e)+iv(r.e) = 








1 
2 

التفسير الفيزيائي - التتمة4: إن لقابلية المفاضلةٍ المركية وللمشتق تفسيرات هندسية 
وفيزيائية واسعة للغاية ‏ وهنا نقدم تفسيرا فيزيائيا في الهيدروديناميك. 

ليكن 3 أشعة سرع مستقلة عن الزمن وقيمتها واحلة في جميع نقاط عمود مة 

المستوى المركُب ,).عندئذ يتعين 7 كحقل شُعاعي مستوي: 

(۷,×) ,1۷+(د) ۷- ٢‏ 
نفرض أن ل۷ و ۷ مشتقات جزئية مسترة في جواز لا ل ,2 وإن الحقل 


عافظ نی نا 


(39) ۵- ,(۷)۔ (,۷)۔ ۷٥ہ‏ 


ولولي 


div =(V,), +(V,), =0 (40) 


من (39) نجد ان رف۷ + »۷,۵ هو تفاضل تام إلتابع ‏ (يدعى تابع كمون 





الآن لتأعذ التابع : 


(43) 


ارنة (41) مع (42) بد: 


للا تر 


وعليه فإن الكمون المركب 7 هو تالِع قابل للمفاضلة في لا وبالعكس كل تابع 


قابل للمفضلة /ا1+©-5 في [1 هو كمون مركب للحقل الشعاعي 2004 - 17 
(39) و (40) في لا 
بملاحظة أن : 
(45) 
فإن مشتق الكمون المركب هو مرافق شعاع السرعة 
(5-3) التابع الأصلي: 
uti‏ * تابع معرف في الساحة 5 و 8 تابع قابل للمفاضلة في (1. 
يقال إن ۴ هو تابع أصلي ل۴ في الساحة 0 إذا تحقق 
F(z2)=f(z2)  VzeD‏ 
8 الساحة ا تابعاً اصلیاً فإن : 
ے۵ 





الحالة الخاصة تأحذ [/,مه]: 1 عندما [2,,2] د 2 
الإثبات: نكتفي بإثبات القسم الثاني من المبرهنة (الشكل1). 
تفرض أن (6)2© قابع أصبلي آخر لا في 0 ولتبين أن 
> (5)2-(6)2-(2)و حيث » ثابت مركب كيفي. 
ہا أن 6,۴ تابعان اصلیان ل۴ قان ۴۴ و ۶-'6 لکل 2 3. بالتالي: 
(2)=6'(z)-F(2)=‏ + 


من جانب آخرء با أن التإابع ۷ز += قابلل للمقاضلة في © فإن لا و ۷ 


پلا ومنه ,6 =لا و ر۷56 


عبرهنة (2): الوجود موضعية إذا كان ۴ تابعاً مستمراً في جوار ما للنقطة ,2 وليكن 


ری ا و 4 منحنى مثلث واق في >1 ولنفرض أن 


)& ہ۔ غة(9٤)ء‏ | 


عندئة يوجد ل5 تابع أصلي ‏ في الجوار >1 ل ,2 
كيفية ولنألذ إط| حيث +2 د٤ا‏ 
0+ 6ب يقع في >1 ومن (3) 


تجد (الشكل2): 








EE 


جک ]7۔ید r=‏ 


Tar‏ سی 1Y‏ نے (ھ)ط۔(ط+32)؟ 
جه[ (2)؟-()؟] کر ای سس ہے 
وبما أن مستمر في 2 فبن: 


h]=|f(5)-f(z)| <ë‏ 6 ,ة>اط|:038<0<ع8 


بالتالي عندما 8 >| ۸| یکون: 


یں ذہ(ہ)۶-()۴] ا ط5 ک2( - 


F(z+h)-F(2) 
h 


هذا يعني أن ۴= ۴ والتابع الأصلي ۴ موأجود موضعياً في الجوار K‏ للنقطة ,2 


جهك)؟ ] دعهكع)؟ [ F(z)‏ 


2 ا 
التطشة الأماسية في الاب ال املي: إذا كان التابع/ قابلاً 
للمفاضلة فی الساحة 2 و ۸ منحنی مثلث في ط (الغکل3) 


فين (انظر(4 -3)). 








و" 00ا 


عبرهنة (3) الوجود موضعية إَا کان ۶ تابعاً قابلاً للمفاضلة في الساحة 0 فإن ل۴ تاع 
أصلي ‏ في كل قرص دائري ؟4| ,2-2 |: 16 د72 
هرع)؟ ] F(z)=‏ 

الإئبات: هو نتيجة مياشرة من المبرهنة (2) والتوطئة السابقة (الشكل4) 
عیمع(1): إذا کان التابع ؛ قابلاً للمفاضلة في القرص الدائري > و / منحنى واقع في >1 
فإن (الشكل5): 
1 ل تابع أصلي على طول 7 ويتعين بدقة ثابت. 
2) التكامل 9()؟ ] مستقل عن شکل ۲ ويرتيط ببدايته ونهايته ققط. 

إذا كان ۷,۲ منحتإان هما نفس نقطة البداية ,2 ونفس نقطة 
النهاية 2 ويقعان في >1 فإن (الشكل6) 


إن مسألة وجود تايع أصلي في كامل الساحة 8 أكثر تعقيداً وسنجد قي (4 - 7) 


أنه إذا كان التابع # مستمراً في (1 و 82-0 ] لكل منحن مغلق ١‏ واقع في 1 فإن ل 


٤‏ تابع أصلي ۴ في (1 (مبرهنة موريرا 





عيرهنة (4): إذا كان 2 تابعا/مستمراً على المنحنى ,7:2,2 ويلك على + تابعاً اميا 
()۴ فان 


| ftz= F(z, )-F(z,) 0 


(نیوت 


الائبات: لدینا فرضاً ٭+جلۃ ]ھ۶ 


بوضع ,2-2 عبد ع - (.5)2 ومن أجل ,2-2 یکون: 


F(z) 1 f+ 


ومنه تكون (6) صحيحة. 


يمكن استخدام التكامل بالتجزئة لمجساب تكامل إلى جانب علاقة نيوتن - ليبتتز 


عوهنة (5): إذا كان .ع تابعين مسستبرين في الساحة الوحينة الاتصل 1 و 


D3:‏ فإن: 








اسي في التوابع المركبة يشبه الجدول المعروف 


من جاتب /إخر إذا لم تكن/الساحة 1 وحيئة الاتصال فإن التابع الأ حل 
وجودہ قد لا يكون و/حيدالقيمة أي )ذا ك 


في 2 تابعاً اصلیاً 


هان سیا ذا كانت 0:042 و فين ثنائیة الاتصال و؟ 
2 
تابع قابل للمفاضلة ف 1 ومع ذلك ليس لله تابع أصلي في 19 لأنه لو فرضنا العكس أي 


يوجد تابع أصلي ۴ و [0.8)» ,(2)1 7/42 <2 فبن [(5]201هو تابع أصلي على 
9 وحسب المبرهنة (4) يجب أن يكو 


(۵)ء>-ط.(م)۶- ہ :(ھ)۶-(۶(۵ - علۃ إ 


3) التكمل علة [ مستقل عن شكل المنحنى: 051:2 


قد تيدو هذه الخلاصة ضعيفة يسيب القضية (2) | 


على كل منحتى مغلق في ساحة يساوي الصفر؟ 


(انظر(4- 3)). 





عثاك (1): اسب م282 | في الحالت 


2( [1+2-ہ]لا[ہ, 


1) إن التابع المستكمل قابل للمفاضلة (نظامي) في كل © و ۲ منحنى غير مغللق بالتالي 
قیمة التکامل لاتتعلق بشكل ۲ وترتبط بطرفيه فقط 


د فه- ]- 1+2[ - 


2) بما أن التكامل مستقل عن شكل ‏ والمنحنى التكاملي هنا له نفس نقطة البداية 
ونفس نقطة النهاية للمنحنى التكاملي في 1) فإن قيمة التكامل هي ذاتها 6-41. 


لاحظ أن التابع الأصلي للتابع المستكمل *2 موجود 


۴ وهو قابع قابل 


للمفاضلة في كل © لآن 4-2 مستمر في ©. 


(2): احسب ة٥‏ ] -1 إذا علمت أن 7 هو 


[) منحنى مغلق في ©6. 2) [1.2-1-]:ہ 
الحل: 


إن © مستمر في كل © بل قابل للمفاضلة في © وله تابع أصلي هو ۳= ۴. 


2 ل لان 
(6-2) التقارب المنتظم للمتتاليات وللسلاسل التابعية المركبة: 


إن مفهوم التقارب (النقطي أو الموضعي) لمنتالية توابع مركبة ((1/)2) 
مقهوم ي أو الموضعي) توابع مركبة | و 
الللة (225.)2 عنلما تکون التوابع ۔؟ معرفة في مجموعة 8 لايختلف عن التعريف 





لى ,502 والجديد الني نحتاجه في هذا 


(1-6-2) التقارب المنتظم لمتتالية توابع مركبة: 
ریف (1): تسمى [,1) محالية متقاربة بانتظام ونهايتها التابع (1]2 في الساحة 2 
(أو على المنحتي ۲) إذا تحقتق الشرط: 
Ve>o 3n, (e)N: Vnèn, , Vze D(ze (2-f(2)|<e (1)‏ 
وعندثلِ نکتب: 
limf, (z)=f(z)‏ 


اربة بانتظام (2)؟ - (2) ,سنا فين التابع/ يكون مستمراً في 19 (علی ۲). 
الإثبات: لتكن ,2 نقطة من الاحة 5 (أو على /). بما أن المتتالية [م1) متقاربة بانتظام 
ل ہ يحيث إنه لكل 2 من (1 (أو على 7) يكونة 
> |(2) ,؟-(2)؟ 


من جانب آخر كون ,1 توابع مستمرة في ,2 فإنه يوجد 0>8 بحيث إنه لكل 2 


من 8 (على ,) و 5 >| ,2-2 | يكونة > |(.2) ,1-() ,؟|. من أجل تلك النقاط 2 
ن 8 (على 67و ونۃ > إ(م2) .-() ,| من اجل 


والدليل © یکون: 
إلمة)-لءه) ك|+المة) ك-(ع) ك|+اة)ك-(ه)م|دازءة)ء؟-()ما 





عبرهنة (2): إذا كانت [5) متتالية متقاربة بانتظام على المنحتى / 
و(7)2-(2) .5 يهنا وكانت التوابع ٤,‏ مستمرة على ب 


j inf, (2az فام‎ )3( 


الإتبات: بما أن التقارب منتظماً على 


لکل ,2 <8 ولكل 2 على المنحتى 7 يكون: 
> |2)-2) | 
حیث (6-1)۷ طول ٦‏ 


ومن أجل تلك الأدلة م 


وهذه تعني أن المساواة (3) صحيحة 

فا في حالة التقارب المنتظم يمكن الانتقال بالنهاية اا إلى تحت إشارة التكامل. 
(2-6-2) التقارب المنتظم لسلسلة تابعية مركبة: 
تعريف (2): يقال إن السلسلة التابعية ,© 220 متقاربة بانتظام في الساحة 72 (على 
المنحتي 7) من التابع (1]2 إذا كانت متتالية مجاميعها الجزئية [(2) ,5] متقا, 
2 (على 7) ونهايتها التابع (4)2 حيث (2) ,4+ ...+ (2) 5- (2) ,5 

یبرھن صحة اختبار فای 
مبرهنة (3) "اختبار فايرشتراوس": 

إذا كان ...1ح هري > |(2) يا لكل 2 من الساحة (1 والسلسلة الموجبة ,© !230 


ة فإن السلسلة التابعية (2) 225 تكون متتقاربة بانتظام في الساحة 5 





الإتبات: من إختبار المقازنة تكو السلسلة ,26 متقارية في كل نقطة 2 من 1 وليكن 
مجموعها (12 وحسب المتراجحة المفروضة غبد أن الباقي (2) ,5- (5)2 - (2) ,8 لکل 
نحق التراجحة 
)0 اغا ,ب كا IR,‏ 

الطرف الأيمن هو الباقي ,۸ للسلسلة الموجية المتقاربة ,276 وبالتالي 
lim R, =0‏ وعليه لكل >0 معطى يوجد دليل (6) ,8 بحيث لكل .8 <8 يكون 
ع > ,8 وعندئذ لکل ٭ من تا و ,828 حسب (4) يكون 5,)2(|>8-(5)2|: وهذا 
يعني أن السلسلة التابعية متقاربة بانتظام في 2 

من المبرهنتين (1) و (2) يا 


مجموع سلسلة متقاربة بانتظام وحدودها توابع مستمرة هو تابع مستمر وه 


السلسلة يمكن مكاملتها حداً حداً على 5¥ 2: 


)6 عه )72 ] دعن ]2< 


لاحقاً ندرس مسألة المقاضلة حداً حداً. 


(7-2) المعني الهندسي للمشتق وجبرهنة التابع العكسي البسيطة: 

ذكرنا أن/التابع المركب (2) ده/هو تحويل ينقل مجموعة نقطية ,5 من المستوى 
,© إلى مجموعة نقية 15 في © والتحويل/اللخطي لا+تنة - (2)؟ هو دوران ل-2 
زاوية ثابتة همه - »”وتكبير أو تصغير بمقدار ايت |2|-1 ثم ائنسحاب يمقدار 
واتيه ١‏ فهو يحفظ الزاوية عامل التحاكي. لنعمم هنو القكرة على أئرتابع قإبل 
للمفاضلة 
(1-7-2) حفظ زاویة الدوران ومعامل التحاکی: 
عبرهنة (1): لیکن (4)2-ه تابعاقابلاً للمفاضلة في جواز ما للنقطة .2 و 


0 (,2)' عندئقة 








2- التحويل ؟ يحفظ معامل التحاكي (التكبير أو التصغير) للمنحنيات المتقاطعة المارة من 
26 وقيمته هية 


k=} '(z.)| 0 


الإتباات: واضح أنه يكفي إثيات صحة المبرهتة لمنحنيين: 


)0( , )ةده د رن‎ : tele] 


إذا كانت ,© هي زاوية ,1 مع **0 و يه زاوية 
د في النقطة (.2)1 ,2 تساوي ,©#- ري 


(ا) 2س روا 5 
وبضرض 0 زاوية ,7إمع ”سه و ر0 


7 مع "لاه فتکو 
7 (الشكل1). 


0-0 الزاوية بین 


1) ينبغي علينا إثبات 


وہ ره- ,6 0= آو 


arf ' (2)‏ = يوع ,8- يوعد 
عتلما ,1,32 لدينة 


0ن" (.))ه دإلم)ع]؟- زي)مدز)فدن 


)='(2.)-2',(t)‏ کک (.1*)2 )مد 


ولكن 20)1.(*0 لأن ,1 متحي امس في التقطة ,< ولدينا ±0(,ع)٠۴‏ 


قرضاً بالتالي 0+ (,ا) اھ وهنه تعني أن عاس متحي الصورة ,7 موجود في النقطة ره 
ویکون: 





0, =argo'(t,)=argf'(2,)+argz (t,)= a+ 
٭-(ع) اوھ ہو-8 ہے‎ 
عندما ,2 7,3 تجد بنفس الأسلوب أنة ©- (,2) "1 تہ > يم- ,0 ومنه تجد‎ 


المطلوب. 


lim 
ا‎ 


|ao|=|f(z.)|.laz|+o(l42) 
محصل على نفس النتيجة إذا كانت 2 2 1 ويتم المطلوب.‎ 
فإن‎ ٠ )2,(#0 نستنتج أنه إذا كان التابع (1]2 قابل للمفاضلة في جوار ,> و‎ 
زاوية الدوران ومعامل التحاكي مستقلان عن المنحتى المار من ,2 وعندما تغطي النقطة‎ 
شكلاً هندسياً ء ي .2 فإن صورة هذا الشكل وفق# هو شكل قريب منه. فمثلاً‎ 
صورة الدائرة مح| ,2-2 |-إئنة] حسب المسساواة (3) هي شبه الدائرة‎ 


|(.) "كام ,0-6 |-|دعث | لوجود الحد الصغير ([:تھ|)٥‏ (الشکل2), ومن الواضح 


أنه كلما اقتربت 2 من .2 أي كلما كان (21ة )0 صغيراً تصبح الصورة أقرب لاصل 


شكلاً وبالتالي صورة القرص م>|ع4| هي القرص |(,)۵۵|>۶:۶| مع تشوه 


صغير في حدوده وصورة مثلث هي شبه مثلث ال (الشكل 3). 





إن (5)2 -ه هو تحويل متمائل قي النقطة ,2 إذا كان يحفظ الزواية 
ومعامل التحاكي لمتحنيين يتقاطعان في ,2 
ويقال إن ؟ متمائل أي الساحة 0 إذا كان: 


1 وحيد الصفحة في 5 2 متماثل في كل نقطة من ا۔ 


1) ۴ تابع قابل للمغاضلة في الساحة 5 
2) 4 وحيد الصفحة في |0 


3) 0خ(2)” لكل لقص 


إنه نتيجة من الشرطين 


ملاحقة (1): إذا كان التابع ۴ قابلا للمُفاضلة في جوار ,2 ولكن ۴)2,(=0 فإن؟ 


تحويل غير متمائل في النقطة ,2 


على سبيل المثال: إذا كان = () ۴ فإن 0= (۴')0 


0=(-2)8= ,0-0 و 649 والتحو 


المتقاطعة عند 0 > ,2 فهو غير متمائا 





6-١‏ وبالتالي: 
- (-)عيم Arga = Argf' (z)=‏ =« 


0 
وهذا صحيح لكل :32 © ص قي ذلك عتد 1 > 
2 7 ۳ 3 1 
6 3 
3) صورة تا وفق 212 


انسحاب له بمقدار واتجاه (1,0) = 


-ه فنجد أن 1ج- ہہ 


صورتها 0 نلاحظ أن 1 -# تعدم البسط ولاتعدم 


قام وبالعالي 0ج-1 وبالشل هج 1- لآن 1--2 تعدم المقام ولاتعدم البسط 


وآخیر'اً :ہج تہ لافا؟ 





تطبیق(1): أوجد زاوية الدوران » ومعامل التحاكي »في النقطة ,< تحت تا 


لاحظ أن التحويل في (4)يخص نصف المستوى العلوي 0 والتحویل فی 


(5) يتعلق بقرص الوحدة 21>1] وإن ,2 نقطة كيقية مثبتة وكلا التحويلين متمائلان 
في ,2 بالتالي متمائلان في النصف] العلوي أو في قرص الوحدة على الترتيب لانم 
قابل للمفاضلة ووحيد الصفحة في جوار ,2 و 0+ (,1")2 

بالنسبة للتحويل (4) لدينا 


<0 





1- إن التحويل *2-ه قاب ل للمفاضلة في كل المستوى © و ۲-28 بالصالی 
۹)؟ في الساحة [1)0 وهو وحيد الصفحة في كل نصف مستوحدوه تمر 
عن المبدأ. إذن التحويل 22 متمائل اطع الساحات الثلاث السابقة. أي في 
نصف مسحو حدوده تمر من المبدأ (أو في أي ساحة جزئية مته). 

2- التحويل هنا قابل للمفاضلة في (ه/ه)اح ور ءي 80-6 ؟ لاينعدم 

4س 
عندما 0 0-6ه. ولدينة 


83-0 :بے ہج لك درم - (.)؟ 
3ے 


عبرهنة (2): ليكن :3+ - 5 تابعً قابلاً للمفاضلة في جوار ,2. يكون 0 (,1)2 


إذا وفقط إذا كان الیعقوبي: 
3 


غير معدوم في النقطة (,لا.,:) -.2 
إثبات لزوم الشرط: التحويل (15)2 +0 يكانفى التحويلين (1.*)نا- ناو 
v(x.y)‏ ۷ وا أن ۶ تابع قابل للمفاضلة في جوار , فإِنہ حشق شرطي کوشي - 


يمان في النقطة (ملا..:) ۷= پلا إو ر ۷= رلا و ولاج رلا 


(x,y) = uu, + vı, =a +, =| (2) بالتالي:‎ 


ن 2(*0)"؛ فيينة فرضاً فين #0 آ(×)۴|= 


اترك إثیات کفایة تثریباً 


تطبيق (2) - مساحة صورة ساحة وطول صورة منحني: 
لیکن 0+۷>(ع)۶ تحويلاً متمائلاً ق ساحة 8 و ۲ منحنى يقع في (1 


وخم ,5جط 





آثبت أن مساحة الساحة 18 تعطی با 


s)5(= |f'(z)Î ×ف‎ 


۱۵2 (ء)۲ ا =7( 


بم أن “[(2)"|- () ل + (و,»)3 فين 
×ہ )2( =f |f‏ ×۵ [)2| ]] ۔ ×سہ زإ ۔(م)ء 


۱۵۱(ء) ا اهها ] >(ج)/ 


لاحظ أن معامل تحاكي البسطوح المستوية وفنق؟ هو .|(2)"]| ومعامل تحاكي 


الاطوال هو |(ھ) ۲| 


نی النقطة 0> چ 
بالتالي اذا كان ,1 و .1 غير مجدودين يتقاطعان في النقطة 2-0 بزاوية ,0 
فان الزاوية بينهما في التقطة © هي يه 
الكفسر انرسي لعملية المفاضلة اطركبة - التتمة5. 

ليكن 10+ لا 6 تابع ۴- قابل إللمقاضلة في .2©. عندئذ يمكن تقریب 


0-5 كتحويل هندسي عنلما 0ج بنك (قرب ,2) من التحویلین 





0 


v, Ax + v, Ay |‏ ۷ھ 
مع خطأ صغير يمثله تابع يؤول للصغر عننما 0ج عد 


يضرب المساواة الثانية ب 1 وطربحها من المساواة الأوى محصل على النصيغة 


2 ,4 + عهر؟ - يه -ه - هد 


حیث تؤعذ المشتقات في .' 


ولإثبات (12) يكفي تعويض (22) و(23) من (3-4-2) في الطرف الأيمن من 
402 
إذا كان 0 [ فين التحويل المماس (11) لاينعدم وينقل مستقيمات متوازية إلى 
مستقیمات متوازية لكن قد لايحفظ الزاوية. فهو ينقل المربع إلى متوازي أضلاع والدوائر 
إلى قطوع ناقصة بشكل عام ( 
الآن نقرض أن ؟ تابع ) قابل للمقاضللة قي ,2 عندھا 0> و٤‏ والمشتق موجود 
)۴(2 
ويأحذ التحويل المماس (11) الشكل. 
)03 ع (,2) ۴= ۵- 
E‏ كان ±0 (,۴')2 فإن التحويل المماس (13) يعني تكبير (أو تصغير) المتجه 


,2-2 بقدار |(,۴)2 4=« مرة ودورات بزاوية (,2) "۴ج۴ =» مع حفظ الجهة 





تتویه: نقول إن التحويل ۴ بحفظ الجهة إذا كان ينقل مثلث رؤوسه ,2,2 موجه 
يجاب إلى المشلث الني رؤوسه (١۴)z:(:۴)2,(رء)۴‏ أو به,رهرره والوجہ إیاباً ایض 
إضافة لما ذكر فإن التحویل 7 


)١‏ يحفظ الزاوية بالقيمة. 


اثل قي ,< إذا كان التحويل المماس ل ؟ في ,2 يحفظ الجهة ويحقق 
إحدى القضايا الثلاث أعلام 
يقل إن © ج-9:؟ متمائل في إلساحة 7 إذا كان؟ هو تحويل واحد لواحد 
ومتمائلاً في كل نقطة 037ا 


ينتج إذا كان للمفاضلة في .2 وكان 0 (,2) ۴ فإن ؛ متماثا 
تج إذا كان ؟ هو © - قابل للمفاضلة في .2 وکان 2,(0) ۴ فإن ؟ متمائل في 


وبالعكس إذا كان متمائلاً في 24 وباعذ المتجهين 1 -عد,:- جد نجد أن 
التحويل المماس (11) ينقل المتجهين إل بين + 1.1( ي1-,؟) وكون ؟ متمائلاً 


5 1 1 ديقع 4 ١‏ 
فإننامحصل على ا متجه الثاني من تدوير الأول زاوية > للذا؟) أي أن: 


(f,-f,)î=(f,+f,)i 
وبالتالي 0= ۽٤ في ,± أي أن (.1")2 موجود وإذا تذكرنا أن التحويل المماس‎ 
لتحویل متمائل لاينعدم جد أن 0 + ( ,)"5 إبهذا نخلص إل الآتي:‎ 
إن عملية المفاضلة المركبة لتابع؟ في نقطة ,.: مع الشرط 0 (,)'4 تعني‎ 


هندسياً أن 6 تحويل متمائل في ,2 





إذا كان # هو 3- قابل للبفاضلة في ,2 والتحويل المماس ل؟ في .' 
إحدى القضايا الثلاث ولكن يغير| الجهة إلى عكسها فإن 1 يسمى تحويلاً متمائلاً من 
التوع الثاني في م2 

بسهولة غجد أنه إذا كان ۴ هلو € - قابلل للمغاضلة قي و ۴)2,(0 فإن 
[7)2 -ه هو تحويل متمائل من التوع الثاني في .2 
(2-7-2) مبرهنة التابع التكسي البسيطة: 

ذكرنا أنه للحصول على التايع العكسي *؟ للتابع (2) 
المعادلة ١ن‏ > (1]2 بالنسبة إلى 2 ثم استبدال مواضع وه شكليا في صیغة ا حإ 
وأشرنا إلى اننا حصل علی توابع متطندة القيم عددما نأخذ التوابع العكسية لتوابع 
وحيلة القيمة. 

من المعلوم أنه اذا كان (×)۴+ ل تابعا حقيقيا بمتحول حقيقي واحد قابلا 
للمفضلة - مستمر في جوار ,*- »| ويحقق ۴)×,(±0 فانه في جوار ما للنقطة 


f(x.)‏ يكون التابع العكسي الوحيد القيمة (۷) (۷)٭*<× موجوداً 


رمشتقه هو 7 آ(ہ) 


]=(ل) ۷ تابع موجود و مستمر 
وعند إثبات هذه القضية اغامة تم الاعتماد بصورة رئيسة على مفهوم الاطراد 
ومن الواضح ان طريقة البرهان تلك لا يمكن نقلها الى التوابع المركبة رغم ان هله 
القضية لاما يشبهها في الساحة المركية 
بن المبرهنة الممائلة التالية متئ يكون التايع العكسي ۴ للتابع ۴ موجوداً 
عرهنة (3): ليكن 1+ 7 تابع قأبل للمفاضلة في جوار ,< و 0 *[,1")2 عندئذ 
: وحيد الصفحة في جوار م2 ويكون: 


1 التابع العكسي ۴ للتایع ۴ ي ا ووحيد القيمة ومستمراً في جوار النقطة 








2) التابع العكسي 


1) لنينا (د,:)» > ؟ و (لا,«)نا دنه () دف )"| - زبر.:)1 وهااأن 
2,(۶0) والتابع #مستمر في جوار ,2 (كونه قابل للمفاضلة فرضاً) وليكن 
؟> .12-2: 5 فين التحويل العكسي: 

2= (ھ)‎ © x= x) ( & y=) 
موجود ووحيد القيمة ومستمر في جوا - ,ه-ه|: ء أي أن للمعادلة‎ 


© -(2)؟ حلا وحیدا بالنة ل z‏ لکل ۵ د€: (ھ)' ۴= (۷ ,)ا +(۷ ,)× =2 


Az 


وار ,< فرضاً وقيمتها هي لب لكل 2 23 بالعالي فبن َك يوز 


ed AO ۲)) 


موجودة وحدودة عندما 0+- ۵۵ وتصح العلاقة (14), 
نعمم هله المبرهنة قي الجزء الثاني ونشير إلى أنها صحيحة موضعياً 


برهنة ليست صحيحة اذا استبدلنا الوار بساحة في 





تمارين محلولة - المجموعة أولى 


رين (1): 8) اكتب 2-1مة-(ج)؟ بالشكل /ذ+لا. 


0) أوجد مجموعة التعريف ,5 لكل من التوابع التالية: 


1) اٹجموعة 120 : ,85 وفق التحويل 
2) المجموعة > 0>2 , 2>2 


3 J 


والقطع المكافى × 


ع) 1) ا أن هي القطاع الزأوي 0> 4۳82 > ۸- فإن: 


E, :-RSarg2 < 0ÃzE, :-Sr< aro <0‏ 
الصورة .55 هي المستوئ/ر© مغطى مرتين ونصف المرة حيث نصفه العلوي 
» بينما النصف السغلي)مغطى ثلاث مرات والتحويل ليست وحيد 


55.ويكون وحيد الصفحة في كك قطاع زاوي من الشكل 





2 
جو > تمده 


© ٭4>وووئ >۵ :8 >إی 0<ûrgz<&‏ , 2 2ظ 


وهنا التجويل وحيد الصفحة في ,۴ 


رين (2): )٥‏ باستخدام تعريف النهاية أثبت 


2) التابع غير معرف عند 2-2 ولكل 2*2 لدينة 5-2+2 بالتالي: 


إ-م|-إه-(ه)م| 





احا بر جإءا+إعإكإنة-()م| 
إذا كان >0 عدد مفروض و 58> |ذ- | >0 أو > |(1)90-1+ع| >0 ف 
[xê‏ و 1|<8- 


0 1) بما أن التابع 


1-|0+2[ -1-42 


2) النهاية غير موجودة لأنها تتعلق بالسار. 
3) على المسار 0 وعلى المسار »> لا لدينا أ <1 والنهاية غير موجودة. 
4) =1 ال(موجودة في © وغير موجودة قي ©). 


mx? m 


5) على المسار حت = ز مثلا لدین: سے بے ولا-1 
(x+mx)' (l+m)‏ ™* 


والنهاية غير موجودة لأنها ترتبط بالعدد الحقيقي الكيفي 0 
6) التابع مستمر في النقطة (0,1) لأن كل من قسمه الحقيقي وقسمه التخيلي مستمر في 
ال 


هذه التقطة: بالتالي ف--(1)0-17+(0-0)-1 


تريغ(3): ابحث استمرار كل من التا 


التابم مستمر في (1]0© ولايمكن جعله مستمراً عند 0 > لأن (2) 0۴ا غير 


ط المستقيمين *- لاو 3--»* 





il 1-2-1 - 


2- لدينا ‏ ح 26*04 دعل , 


3- 1-3+1 في الحلات الثلاث. 


=t(l+2it) ; ٤‏ 21 لا 


dz=(1+4it)dt => | ل‎ 


2)۵ 5 3 


تھرین(5): أوجد حداً علوياً للمقدا 


الحك: لدينا 4 - (4)0 .2 


رين (6): اجب عن الأسثلة 





3- ادرس قابلية القاضلة للتابع (لا مہ ز-لەہ) ٢> ٥٘‏ 


4 أعط مثلاً لتابع مستمر في نقطة لكنه غير قابل للمفاضلة في تلك النقطة 


بفرضر 


رضن بع قابل للمفاضلة في الساحة 2. أثبت أنه إذا ؛كدمه |۴| أو 
D yj argf (z) = const‏ قبن D gj f = const‏ 

6 بفرض ؟ و ۴ تابعان قابلان للمفاضلة في الساحة 0 بين أن +5دم» > ؟ في 1 

ال 

1) لدينا او ل٭ہ ٠‏ معو 


u(h.0)-u(0.0) 
v, (0,0)=0 , v,(0,0)=0 


u, (0,0)= 0 , u,(0,0)=0 


ما يعني أن شرطي كوشي حريمان محققان عند النقطة (0,0). 


0 
lim ( : 
سی‎ 2-0 1+ 


بالتالي النهاية تعلق بالثايت الحقيقي الكيفي 18 والتابع 4 غير قابل للمفاضلة 


في التقطة 0 > 


۷+ ے۲ 
327 - (و1)6+ فرد- تردے و ے۶۲۷ 


3) التابع غير قابل للمقاضلة في أي ساحة من المستوى المركب لأنه 





ن e0‏ 72+ 2ن بالتال 


200, +2۷۷ < 


uu, vv, =0 & Uu, F+W, 


محنف ردا من جملة المعلدلتين محصل على 0- 


u, =0 ùji u? +? =const #0 
0 ینفس الأسلوب نید ان‎ 


f'=u, +iv, =0 >f sconst 


إذا کان اكوم # )z(‏ عه فین: 


۷ 
بلاط × ب۷ کے ہلطاے ي۷ کیا - پ ےا arotg =e‏ 
u u‏ 


1 من جملة المعلدلتين جد 0= اا۷ ر۷ رلا کے نر۷ = ليلا 


u +u =0 > u, =0 & به‎ 





=u, +iv, =0 


إذن أكممه -؟ في ه. 


تمرين (7): حدد 2 و ط كي یکوٹ التابم: ‏ ( ”رط + ×)1- ×= ۴ 


قابل للمفاضلة في كل المستوى ©. 


اخل: ندینا رجه = ء ٣زطا-‏ 2 





كحارين غلولة - امجموعة الثانية 


تحرين (1* اكتب كلاً من ال ع؟ التالية بالشكل الديكارتي 


u(x.y)+iv(x.y) 


cos39+1)’ +(f sin 30-1)’‏ 
أما يم 0 فإنها تتعلق بموقع 2 في المستوى. 
رين (3): حند مجموعة قیم کل من التوایم ۲ العر 


z—5;Rez>0 (1‏ 2)<طہا,0 <2 ء7 : 





© ويأخذ قيمه في .© 


١2-1 <-× ص 1ے‎ 
e(cosy+isiny) =| o 


× إلى الدائرة ع حزه|» 


r 
Imz= 


3) بنفس اا 


r 
0> ہ٣8‎ ٥> 


تهرين (5): أثبت باستخدام تعريف نهلية تابع أنة 3 


الخل: لديئة 
(3+3)ق > |(ا-ع)3+ *(1->)|ء |2-2+ 


التالي يكفي أن نأحذ 8>1 ; 48 دع 





تحرين (6): احسب قيمة النهاية 1 لكل من 


1- التابعين في 1) و2) مستمران في التقطة المراد حساب قيمة النهاية فيها. لذلك يكني 


: 2 
أن نستبدل المتحول ± بالنقطة قی عبارة٤‏ 1 دش 


بالنسیة لبقية التوابع جد: 


42 4 6 


تحرين (7): بين أنه إذا كان ]2 + + -5 فين (2)؟ بوذا غير موجودة باستخدام 


المتتاليات, 

الحل: يكقي اختيار متتالية [.] متقاربة من 2-0 ثم التحقق من أن قيمة النهاية 
( )77 على اغور الحقيقي غتلقة عن قيمتها على اخور التخيلي. 

تحرين (8): لیکن ؟ تسابع مستمر في ساحة (5 بين أن كل مسن التواببع 


D ر ي‎ «| F| 4, mf 3) , Ref 2) 





lim Ref(z)=Ref(z,)‏ لكل ,ده 
t)=Ref(z.)‏ 
3) بنفس اسلوب 2). 
4) ينتج المطلوب من استمرار ۴ والمتراجحة 


ء > إ(مه)؟-(2)؟|>إ(,ه)؟١-؟|‏ 


ربن (9): ادرس استمرار كل من التوابع؟ التالية: 


x+y 


هل يمكن إعادة تعريف؟ في النقاط التي لايكون فيها معرفاً بحيث يصبح مستمراً 


في تلك النقاط؟ 
الحك: 
1) ما أن 27 = 2| فإن 7= ۴ وهو كما تعلم مستمر. 

2-2 Hz-2, |< =e لديا‎ 

لكل ,2 د© باستثناء 25-0 

لکن ما ان 2-0 جتنا (النهاية موجودة) فإننا نعرف 0 -(0)؟ ويكون بعدئذ؟ 
مستمرا في كل © 
2) إن (2) 11۴ موجودة في [1- C1‏ والتابع ۴ مستمر في [1-,1)0© 

من الواضح أنه لايمكن تعريف / في ,2 وما أن 1= ۴اا فرضا قإنه يكن 
تعرف ۴ في 0= < بوضع ۴)0(=1 وبالتالي فالنقطة قابلة للإزالة. 

كل المستوى باستثناء التقطة (0,0) ويا أن 1= ۴نا على احور 
ده و 1-= ۴ا على له فإن النهاية 1188 غير موجوحة 


في (0,0) 





ربط 1 ): ليكن هذ+ |2 | ها- ماد (ع)؟ ده 
حيث 2 هم - 050 , :حاج]| :2-65 و الساحة (#+,1]0© 2-2 


هي المستوى المقطوع على طول ٠×”‏ ضفتها العليا '4 والسفلى /. آثبت أن التابم ؟ 


مستمر في (حتى حدودها *4 ولكته غير مستمر في */ل1 5-8 ٹم اعسب 
).مك زتجد)ء [“(2) |[ )| 


ا حل: 
؟ مستمر في 19 لأن كل من قسمه الحقيقي والتخيلي هو تابع مستمر في 1 
«انظر تابع الزاوية). 
نبرهن استمرار * حتى الحدود *. لدينة 
x=xî el" > f(x)=In|xlllnr‏ 
حيث 4-0 في كل نقطة * من الضقة العليا 


x=x ef >f(x)=ln|x|+2ri 


=f (x)=lnr+ 2i 
حيث 0-2 في كل نقطة × من الضفة السفلى.‎ 
نستنتج أن؟ مستمر في (1 حتى حدودهاء وإن كل نقطة ×<د(0+,0) هي نقطة‎ 
انقطاع من التوع الأول له ومقدار القغرّة واحلة وتساوي:‎ 
ا(۶(5؟- ,ا(ج)۶‎ 
.5 وعليه فإن؟ غیر مستمر على (+,0] فهو بالتالي غير مستمر في‎ 
مساب |2| و © في عبارة 182 والتعويض في تلك العبارة تمد القيم المطلوبة.‎ 
تر آ41 لیکن 2۴ |21 = ۲ ب:‎ 


1) بين أن 4 هو 2 قابل للمقاضلة وليس 0- قابل للمفاضلة في ساحة یطلب تعییتھا۔ 








آن:٤‏ هو 2- قايل للمقاضلة في كل © ولكن لكل 2*0 لدينا 


بالتالي فهو ليس ©- قابل للمفاضلة في كل [1]0© 


رد 


تمرین (12): مستخداً التابع الاصلي احسب ٢۵‏ ] -1 


1) [1.ف-]- ,32-1 » 2) (2),م حیث ‏ منحنى في المستوى المركب. 


1]لا[تخابا] > ثم [ف,ا] عر 


فإذا کات 1 بن 1-0 للانا؟) 


أما إذا لم يكن 7 مغلقاً فإن قيمة 1 ترتبط بنقطة البداية ونقطة التهاية ل 1 فقط 








دل | -1 


لية التابعية "2= ,۴ والساحة 1> ۸ > |0:|2. آثبت بطرية 


إن كل من ['2) و ",< متقاربة "نقطيأً" في قرص الوحدة 1 > إمإ 
الطريقة الأولى: من التقارب النقطي وبعد ملاحظة أن © مغلقة وتحدودة و 5 واقعة 
ضمن قرص الوحدة مهد المطلوب حسب مبرهنة فإيرشتراس في التقارب المنتظم. 

Ine 


الطريقة الثانية: نستخدم التعريف جد أن ٤‏ > "|2| تتحقق عر ۶ 
: 5 2 


لذلك يكفي أن ناخ 1+ 20 (ء) لنجد أن ()71 مستقل عن وإن ۶۱ 





بقہ وبالعالي السلسلة المفروضة 


بة وبالتالي السلسلة المفروضة 


متقاربة بانتظام في القرص 2154 


تَرَه (15)ملوجد زاوية الدوران ‏ ومعامل التحاكي ! للمنحنيات في ,2 لكل من 


التحويلين: 


2-i 


-- 0 


z+ 


الحك: نعلم أن 
ۃ)'۶|- ا بللقارنة يد أن: 
و mi<0صا‏ بالتال (I) .k‏ 


ےم اا 
1 

ب 
4 





كارين غير خلولة 


تحرين (1): 2) اكتب الشكل الديكارتي 07أ+ناء # وحلد 


رو( أوجد جموعة القیم ڊ۴ لكل من التو 


ابع ٢‏ التالية والمعرفة في المجموعة ,15 
المبينة جانب 1 


«z-3;Im2<0 (1 


6 4 حدد ساحة وحدانية الصقحة لكل من | 








lim 
م‎ 2-2 


lim 
ط) احسب النهاية 1 في كل ما يلي:‎ 


2 
lim 


lim (2x+iy) (6 


النهليات التالية غير موجوة 


Rez.Imz 


-i(Rez) .Imz 


lim lim (1 


(Rez) +(Imz) 0 2 


تمزیق (6): ادرس استمرار کل مر 


الحلقة 0|241 وإن 





تحرين (8): احسب ۶٤۵‏ ] >1 حیث؟ و ٦‏ معطلة كما يلية 


y= x3 0.1+] 0 


2 حت 1ا2٣‏ شم ۲12-11 شم 7 هوطريق للربع اللي رؤوسه 


0بامتجاءاء 

58 حيث 7 النصف العلوي لدائرة الوحلة الموجه إيجاباً ثم : النصف السفلي 
2 ي 
لطريق دائرة الوحدة الموجه سلباً 

4( كاده ساد ل )ميو 


5) #(-ع)1-3+ مك 
(2-i) z-i‏ 


(9: 8) بدون حساب التكامل 

) أعط حداً علوي د | 

۱ 

تحرين (10): باستخدام تعریف المشتز أن كل من || 
اللمفضالة في أي نقطة 32 ©> 


عم 
1+ 


+ 7:12 مغطة أربع مرات. 


۱۴ 3 «zlmz )2 ععلظت‎ )1 


قرین (11) حدد مجموعة النقاط التي لايكون فيها كل من التوابع ؟ التالية قابلاً 
للمفاضلة: 


تمريت (12): ادرس قابلیة الف 


.SZ+i (1 





رين (13): 8) باستخدام شرطي كوشي - ریمان والتعریفہ حدد الساحة (في حال 


من التوابع ؟ التالية قابلاً للمفاضلة: 


رر y-ix‏ 
و 2 
گا زیو 


e ” [cos(2xy) +isin(2xy)] 6‏ 
ط) اثیت ان التابع ((6:9+2)+ا- 3 +×3-؟ قابل للمفاضلة في كل © 
واكتب ”1 بدلالة 2 
ع) أعط مثالاً تبين فيه أن شرطي كوشي 
قابل للمفاضلة في 0 2 


١ 1‏ 20 
تحرين (14): ه) بين أن التابع 


2-0 
ج)حدد ھرتا كي يكون التابع: 


f =cosx (chy + ashy) + isin x (chy + bshy) 


r 
بة دوران المنحئيات فيها تساوي 7 عند‎ 


4 


Abê 6‏ ماهو الجزء من المستوى المركب الني يحصل له تصغير عند التحويل 


fa=e* 





التوابع الأولية المركبة وسلاسل القوى 
The elementary complex functioris and power series‏ 
نرغب في هذا الفصل تطبيق نتائج الفصل السابق على التوابع الأولية المركبة 


والثانية مسألة نشر تابع مقروض في سلسلة قوى. 


سوف نقوم بدراسة كل تابع لبع إعطاء فكرة موجزة عن تابعه العكسي مباشرة, 


(1-3) المنحنيات الهوموتوبيه وتغير الزاوية على طول منحنى : 
(3- 1-1) المنحنيات الهوموتوبية (القابلة للتشويه المستمر). 


كنا وجدنا أنه إذا كان التابع الأصلي 5 للتابع ۴ موجوداً في ساحة © فإن تكامل ؟ 


أي منحنى مغلق 171 يساوي الصفر. إن هذه القضية مرئيطة بقابلية؟ 


إنقصد بذلك إمكانية إعإدة التشكيل المستمر (الهوموتوبيه) للمنحنى 


هندسياً عملية التشكيل المستمر لمنجنى إلى آخر واضحة للغاية فإذا استطعنا 
تحريك متحنى ,7 باستمرار مع تثبيت طرفية 8 و دون أن نترك الساحة (1 بحيث ينطبق 
في النهاية على منحتى ر1 قي الموضع والاتجلم فتقول إنه يمكن إعادة تتشكيل ,1 إلى :1 
في الساحة © وإن المتحنيين ,1 و ۷١‏ هوموتوبيان قي 8 (الشكل1) 


نوصح ذلك من خلال الأمثلة 








الشعل (3) اشعل (2) 


2- في الشكل(4) لدينا ,: طريق مُإئرة 


OY: 
)4( الشكل‎ 


لأنه عندما يتطبق ١,‏ على ٧١‏ في الموضع 


فإن الاتجله يبقى ختلفا لكل منهما » ولتجاوز ذلك تبعل أولاً 0م 


(الشکر 


1 
الشکل (6) الشکل () 

4 في الشكل (7) لديا : ,7 منحنى دائرة و ,1 متحتى قضيب الجرس. 
يمكن أت نضغط ,: باستمرار لیشکل 3 ف 


[01]9 2 بوساطة المنحنيات 





[.7) واقعة في 1: بحيث يمكن جعل 1 قرب 
پ1 عندما تكون ,5 و .0,1[35]. بالتالي يجب أن يكون 
هناك تمثيل وسيطي مستمر [|(,2)5) للمنحنيات المغلقة 
,+7 وباستخدام امج القياسي| [0,1] نضع التعريف 
التالي 
تعريف (1) يقال إن المنحتى المغلقٍ ,7 قابل للتشكيل المستمر إلى المنحنى المغلق 
في الساحة 2 أو أن المنحثيين ,17 و رل هوموتوبيان في 1 ونكتب : ر ,۲ إذا وجد 
تابع (8,۱) يحقق الشروط 


1) (8.۱) مستمر في | 


2) لكل قيمة مثبتة ,5 [0,1] يكون (2)8,)0 تمثيلاً وسيطياً لمتحنى مغلق واقع نی تا 


3) من أجل 0 > 5 يكون (2)0,1(>2:00 تمثيلاً ل ,1 ومن أجل 1 > 5 يكون (0)>(ا,2)1 
ثلا ل ر 

مثال (1): إذا أخذنا 4 >|#|> 2:0 & اداع 7:22 فا ا فيه 
وهنا ]0,2 2(s,t)=(1+s)ei‏ 

الآن بتعذ الساحة © 8 غيد : 70 في 2 لكل منحنى مغلق 7 وفيه 

2(st)=(1-s)z, (6f +:2=2, (5) :2]٥[ 

من أجل المنحنيات غير المغلقة فإنه إذا كان ,1 و .7 منحنيان هما نفس نقطة 
البداية 8 ونفس نقطة النهاية ا ويقعان في 2 فبإن ,17 ,1 في © إذا تحققت الشروط 
الثلاثة السابقة في التعريف (1) بالإضافة إلى الشرط: 


4) من أجل 0= ۲ يكون (2-2)5.0 ومن أجل 4-1 يكون (5,1) 5-2 





امه (1): كل منحتيين هما تفل نقطة البداية ونفس تقطة 
النهاية في ساحة وحيدة الاتصال ھومإٗتوبیان (الشکل8). 


الخاصت(2): كل منحنى مغلق في سال وحيدة الاتصال هوموتوبي 


ون أوحيدة الاتصال) لدينا 


نشیر الى انه في اغلب الاحيان لامحتاج لاسرة التحويلات 


السابقة بل يمكن حل مسألة ا هوموتوبية من التصور المندسي 


مثال (2): ادرس مختلف أشكل الهوموتوبية لين التحد 
+ التال الساحة إ0 >0 
:£=z2,() =4+e", te[0,‏ رو 
نلاحظ أن السلحة 17 ليست وحيلة الاتصال 
في 1 لآن يعض المنحنيات الوسطى لايد من أن تر من | 


(الشكل 10). كما أن ,[ غير هوموتوبي مع الصقرء علماً بأن الدا 





الشكل (10) 


الشعل (11) 


او سلیا تبعا لتوجيه ۲ المفروض (الشأكل11). 


ماذا يعني لك (,2-2) ۵:8 ۸؟ 


هال (3): احسب (,2-2) ع۸3۲ في ابا 


1 


114 
رود 
N‏ 
: 4 
عد 2ع (الشکر i-i‏ 


الكل (12) 


)13 (الشكل‎ Az 





وعندما 1- ,2 فين -(2-1) ع4 أيضاً (الشكل 14). 
3) عنلما 0- ,2 يكوا Aargz‏ 1) وأيضاً نفس التغير عندما 


2 
رت 


أي > -(1 ا (الشکل16 ) 
9 


7 پر 1 a‏ 
کہہے ۵ 
کا ہچ 
الشکل (16) سرن * اسلو 2 الشكل (13) 
عندما يتعذر علينا إيجاد 4١١82‏ بصورة هندسية مباشرة نستخلم المبرهنة 


مبرهنت (1): إذا كان / منحنى محدود لاير من الصفر و لإآ+×=2 فإن 


الإثبااك: عندما تتحرك التقطة :2 على ۲ إفين کل من 0,5۵۷6 تکون متغير: 
وقم موب عقي وم - جل د ووم : دعر 
ملب وده /+ عل يي هنه - نرل ج و متو - نز 


rdp = sin pdx + cos qıdy > dp = darg z= 

وحسب علاقة نيوتن - ليبتتز فان التكامل 4278 | يساوي حاصل طرح قيمة 
التابع الأصلي 2 3268 في نقطة البداية ل ۲ من إقيمته في نقطة النهاية » أي هو A۸۵182‏ 
والعلاقة اليسرى في (1) صحيحة. 


0 +4۷ =ydx + xê 
فإن العلاقة الثائية في (1) أيفاً‎ E E 


2 x+iy 


إيجابباً الذي يسدأ من 1 وينتهي عند 





>0 اذا؟. با 


)1(۵٤‏ کا 1 .ہہ 


لاشو ]ود 


بمبرهنة غرين المعروفة قي التحليل الرياضي. 

مبرهنت (2)- غرين: إذا كانت (,×),(0,,8,,0)×,۷ توابع مستمرۃ تی الساحة 
2 فإنه 
1) عندما تکون 9ا وحیدة الاتصال وأ منحنى مغلق فيها يكون 
Pdx + Qdy =0 ۶۲۰٢ (2‏ ا 
2) استقلال التكامل عن شكل المنحئى التكاملي: عندما تكون (1 ساحة ما (قد لاتكون 

وحيدة الاتصال) و = ,¥ في © أوإذا كان ,0 - ,8 فإن : 
Pdx + Qdy 6(‏ 1 ر0۵ + Pdx‏ ا 
خواص تغير الزاوية علی طول منحنی: 
آقاصت (1): إذا كانت >|±|>0:0 آي: (د,0)١2-ظ‏ و يزع ٧,‏ في 8 فين 
0 - 4 3 


البرهان: 


= فنجد أن ,0 - 





لنلاحظ أن 1 هي المستوى الموسع الموخوة في النقطتين 0 و ©* فهو ساحة ليست 
وحيلة الاتصال . وتصح المساواة (4) فيها أو في أي ساحة جزئية منها. 


وهكذا فان تغير الزاوية على طول منحنى ,, 


(الشکل18 و19): 
خسرج بء0 


٦ دالغل‎ 


الشكل (19) الشكن (18) الشكل (17) 


البرلگا: ینتج مباشرۃ من الخاصة (1) 


ألخاصت (3): لیکن .7-1 منحنى محدود ولاو 


من الصفر. عندئذ: 
Aargz=—A argz 6‏ 


Aargz=Aargz+Aargz 00 


الشكل (20) 
البرهاث: جد المطلوب من مبرهشة غرين وختواص 


التكامل مباشرة (الشكل20) 





عثال (5): كيف تعمم العلاقات (5) و (6) و (7) عنما تستيدل ۸3182 ب 
Aare (z-z,)‏ 
الحل: تأخذ (5) الصيغة: إذا كان ۲ متحنى مغلق لاير من ,2 فإن (5) تكون صحيحة 
بعد إجراء الميادلة. 

وتاعذ (6) و (7) الشكل: إذا = متحنى محدود لاير من ,2 فإن (6) و 
(7) صحيحة بعد البادلة 
الخاصة (4) 


1) إذا كان ١‏ مغلق لايمر من أیة ثُقطة من النقاط «,! ا : ,2 فإنة 


Aare] [ دده‎ Aarg (2-2, ) (8) 


في الحالة الخاصة إذا كان .' 


Aarg(z-z, )" =n.Aarg(z-z, ) 0 


عثاك (6): إحسب (1 


12 20 


الحل: 


لدينا (2-1()2+1) ۶-1 و ۲ مٹحتی 





(2-3) تابع الزاوية z‏ چم !۶)z(=‏ 


تعرفنا في (1-2-1) على الزاوية 2 ۲ھ لعدد مركب مثبت × وفی (2-2۔ 


إن 2582 هو تابع مركب بمتحول مركب متعدد القيم ونتساءل ما هي الساحة التي 
يكون فيها هذا التابع وحيد القيمة ومستمر: وبتعبير آخر كيف نعزل فرعاً وحيد القيمة 


ومستمر للتابع تچ تە؟ 


مهرهنك(1): يمكن عزل الفروع الوحيلةٍ القيمة المستمرة لتابع الزاوية 2 همه - (1 في 


السلحة [0,ه)1 © -7 أو في أن 


بالعلاقات: 


× > 630 


x <0,y <0 





۸ هو القيمة الرئيسة لتابع الظل 
العكسي و نإذ+» - 2232 
الإثباك: بداية الساحة 8 وحيدة الاتصال لاتحوي 0,0 


»ده (الشكل! ) وفيها 


argz <‏ > ج- 
وكل نقطة 2 تقابل قيمة وحينة (2)© -© من قيم التابع التعند القيم 
اه ويتشكل فرع وحيد القيمة (2)م فی الساحة 8. من جانب آخرء ما أن التحويل 


Yy=rsinp sy x=rcosp‏ قابل للمفاضبلة ولأجله الحدد اليعقوبي 0+ -(1)2 فإن 


هنا الفرع مستمر في © ومح صل على العلاقات (1) مباشرة من العلاقتين: 


کے = وی 
ry‏ 5 


الظل العكسي. أما العلاقة (2) فواضحة. 
ما هي قيم الفرع (0)2 على ا الأحدائية؟ ثم اعد المناقشة السابقة معتراً 
D=C\[0,)‏ 
لنلاحظ ان التابع (:)© هو ذاته الفرع |8582 المدروس في (2-2-2). 
وهكذا يملك التابع #يمة - (2)؟ عدد غير منته من الفروع الوحيدة القيمة 
في الساحة [1),0 © 
إذا استبدلنا السلحة في المبرهنة (1) بساحة أخرى وحيدة الاتصال لاتحوي 56,0 


(2) تفقد صحتهما لاذا؟. وتستبدلان بصيغ تكاملية أعم تصلح لأي 








(argz), =argz, + ظح‎ 


2), =(arg2),+2rk ; kez 


حيث ,1:2 منحنى يصل النقطة المثبتة ,2 بالنقطة 2 ويقع في 1 (مع امكانية 


للحصول على أوسع ساحة وحيئة الاتصال لاتحوي 
0 يبب قطع المستوى على طول متحنی یصل بین التقطتین 
أي ,8-10 (الشكل2) الشكل (2) 
وفي مثل هله الساحة التغير :487 يكون مسقلا ع بن شكل المتحنى 7 الواصل 
بين ,= و < حسب العلاقة (4) في في (1-3) وبالتالي تحلد العلاقة (4) تابعاً وحيد القيمة 
في الساحة 1 وقيمته في النقطة 2 تنُطابق مع إحدى قيم التابع 2 2 
حسب العلاقة (1) في (1-3) لدينا 


j‏ متعم - (عوصح) 


أن التكامل في (6) يمثل تابعاً مستمراً في و ,يانه عد ثابت فإن المساواة 
(4) هي تابع مستمر في 0 


من الناحية العملية تؤخذ 0 المبتوى القطوع على طول "× آؤ جن أو "رن 


أو تله ...الح 


1) يمكن عزل الثر وع الوحيلة القيمة المستمرة لتابع الزاوية قي 0 ساحة وحيلة 





أي أن 


kez 


(argz), =argz, + Aargz+ 2 

ئيس هو ذلك الذي يقابل 1-0 قي (7) 

2) الصيغة التكاملية (6) أوالرياضية (7) تصلح لأي ساحة 8 بمافي ذلك الساحة 
[0,-)01 8 الواردة في المبرهنة (1) وتغنيتا عن استخدام تابع الظل العكي 
Aretg >‏ 
x‏ 

3 تغيبر التثبيت ,١ة‏ يؤدي إلى تغيير الفرع؛ وال 


2 


قيمتي فرعين في نقطة 2 هو 


4) يمكن تعميم الدراسة السابقة باد 8 المستوى المقطوع على طول منحنى يصل 
1 ته والتابع (-2)همه- (5)2 واترك التفاصيل تدریباً 
مال (1): لتكن [0,-)1©-2 و 1-0ينه. عين فروع تابع الزاوية وأوجد قيم 


.(82مة) على الغاور الإحدائية ثم قيمه في التقاط 1-1,1-1,1+1 


في م 
لدينا فرضاً: 1 


,2 و 0= 1 يته وحسب العلاقة (4) و (5) عهد أن هله 
علج همه = (argz), = Aargz, (argz),‏ 
حيث 227:12 (الشكل3). 


على ٥×"‏ لدينا (الشكل4) : 0< : 17:1 17 ولایوجد دوران حول 


الصفرء 
(arz), |„.=0 ; x >0 ain, Aarg2=0‏ 





کر رر 
LL‏ 
LLL:‏ 


1 
الشكل (3) 
على 0 لدينا هنا احتمالين لإلشكل 6 و7) 


yil > (qez). l=; x<0‏ کے ےو 
z=x=x er, yx 5 (e2). |=; x<0‏ 
على "ز٥‏ لدینا (الشکل 8): 
D21 Ty): 2=iy,y <0‏ و .(arg2). |, =; y<0‏ 


31 
1 


الشکل (8) الشعن (7) 
في النقطة 1+13-* ناعذ (1)1+1:, 02 نجد 
بنفس الأسلوب جد أن 
لاحظ أن همة د .(تهمة). 
مثا (2): أعد حل المثال (1) حيث 4# - 


كل 


ہنا غید ان ۶ +4۴-= .(2#2). ويكفي إضافة العدد 4۴- على جیع 
نتائج المثال (1). 





لحة 0 كما في المثال التال 


اة. أوجد فروع تابع الزاوية واحسب 


آکل: لدینا (الشکل9) ہیہ 


و 7جتھ65+۵- ,(82د)ء حيث 221:12 


”-.) (دوم) . ۶۵ط:0<دوعد د أبن “ره رد ردج 


Aargz x >0, (argz),. |, =6:‏ ۴:۷۰۳۴ جرے سج 


2=iy,y >0,D 5Y: (iy 2 ¬ (a2). | 


)دع - موسو د 1ن زد ه,0> عرد ع 


2=iy,y <0,D 51:1" (iy)>Aargz 


(arg(l+i)), =6x+ „ (arg(-1+i), 


(arg(-1-i)), =6 


(ar(2)). 





التقطة * 3 “0 هي نقطة انقطاع من التوع الأول للفرع .(782ة) 


argz), |, ~(argz). |, = 6-8‏ 
النلاحظ إمكانية الحصول على قيم الفرع على الحدود */ للساحة 8 كما يلي 
lim arg (x +iy) = 6‏ - ,((مت+ «)همه) - ( “عهمه) دم| ,(2همة) 
(argz). |, = (argx ) = (arg(x +io)). = lim arg (x +iy) =8x‏ 
بإضافة 251 على ۔(۵۶8) فی النتائج السابقة حصل علی (2عمة) 
الیتجة قثل اعداداً حقیقیة ولیست زوایا !! 


نتيجت (1): يكون الفرع .(2هنة) وحيد القيمة في السلحة © إذا كان 2-0عهھ 
لكل متحنی مغلق 1027 وهذا يعني عدم إمكانية الدوران حول 2-0 ضمن 0 (في 


الوقت فاته حول 2-0 لأن الدوران حول الصفر إيجاباً هو الدوران حول اللانهاية 


سلباً). وهذا لايتجقق إلا إذا كانت © ساحة وحيئة الاتصال لاتحوي 0 و © . 


(3-3) التابع الكسري - الخطي: 


لیکن التايع الخطي 
معه : طجعه- (2)؟ 


وجدنا في (1-1-2) ان هذا التابع معرف ومستمر وقابل للمفاضلة ووحيد 


ابع العكسي له 


التحويل (1) هننسياً تقوم للتبسيط بالراحل التا 
1) عندما 1 = 4 جد/التابع ا+2(=2) ۵-۴ وهو تحويل انسحاب جقدار واتجله 6 


(u.v)=(x+b,.y+b,);b=b, +ib, 





2) عتما 6-0 تجد التابع 
ات f(2)=az ; a0‏ 
با آن عومد+ دوجد> دی & ۱ |[٥]-[۵|ہ‏ عد>ہ نإتفا حصل 


على الصورة «» بتدویر 2 زاوية مقدارها #همة - »© وضرب إت] ب۔ ٤< |٥]‏ 


وعليه فإن التابع (2) هو تحويل دورا 


لدينا أحد الاحتمالات : دوران مع تكبير عندما 1 < إه| أودوران مع تصغير عندما 


1 > إو أودوران فقط عندما 1 = إه| والاحتمال الأخير يعني التابع 


G)‏ ع “مده 


فقط عندما 2|>1|. ما هو مقدار التكبير أو التصغيرا 
إخختصاراً يمكن القول إن بنة - ؟ هو تحويل تحاكي (ده 
زاويته ثابتة وتساوي: 
«a =arga =argf'(z) (4)‏ 
ومعامل التحاكي ثابت ويساء 
رع 
عثاك (1) قي الحالات الخاصة لدينة 
ج+ع - و وع گ_ م >2 چم 
ماده | جع |r‏ 
kr‏ > || ماع 
عل <إطٰ| ہگ ء <اء| 
بالتالي صورة شعاع زاويته © هي شعاع زاوية ©+» وصورة دائرة نصف 


قطرها ٣‏ هي دائرة نصف قطرها عا ... الح. 





°. في المستوى‎ =a 


© وأخيراً +ع ده 


الشعل (1) 
با أن التابع ال 5 خطي فإن دراسة التأثير المندسي هذا 
تت : ی م 
التحويل مشابهة للدراسة البسابقة. 


ما هي الساحة التي يكون قيها ده متمائلاً؟ 


(2-3-3) التابع الكسري - الخابلي لك - رم 5 
1 تت 


کل تابع من الشکل: 


لنت - )1 -ه 


بك ثوايت مركبة ء یسمی کسریاً خطی 
فی ا الة الخاصة عندما ٤0‏ حصل علی المابع الخطي المدروس في (1-3-3). 
عندما0 > ٥۵ - ٥‏ يكون 0054 <؟ء ولذلك تقضرض ان 0٭:-۵0, وتعٹبر 


۶ وإذا کان ۰٢-0‏ نضع ٭>(م)٤‏ وبذلك 





من خحواص التابع نذكر ما يلي: 


قخاصث (1): التابع (7) وجيد الصفحة في ,© » ويحفظ الزاوية ومعامل التحاكي في 


,2د © وينقل ,> إلى | قائی). 


البرهاة: ينتج مباشرة كون التأبع العكسي للتابع (7) : 


وحيد القيمة في ,© 

اترك التفاصيل تدريباً 
ألخاصة (2): أسرة التوابع الكسرية الخطية (7) تشكل زمرة أي 
1) تركيب تابعين كل منهما كسرئي - خطي هو تابع کسري خطي, 
2) التابع العكسي لتابع كسري -أخطي هو تابع كسري خطي, 
البرهان: 
1) لیکن لدینا التابعان الکسر 


0 0 5 4بھ : 
)10( 


بتعويض (9) في (10) نجدة 


-b e, )(a,d,-b,e,) #0‏ بم دعوو فتك دن 


cz+d 
وهذا تايع كسري خطي.‎ 


2) تنتج من (8) میا 





تشر إلى أن زمرة التحلويلات الكسرية لخطية ل 


((2)ه)ج ع (( 


مثالے (2) إذا كان 


لخاصث (3): التابع (7) يتقل الن 


ماق 
البرهان: نذكر بداية أن ألتابع -- ب أيتقل الدائرة والمستقيم إلى دائرة ومستقيم. 


إن التابع الخطي 0 8 ,ط + مه ده هو دوران زاوية 78م وتكبير (تصغير) 


مقدارہ |2| ومن ثم انسحاب قدره ١‏ فهو بالتالي يحقق الخاصة. 


إذا م يكن التابع (7) خطياً تكتيه بإلشكل: 


الدوائر والمستقيمات إلى دوأئرلاذا؟. 


القول إن التايع (7) يتقل الدوا 








۲ مرکڑھا 0 ونصف 


في الحالة الخامة عندما 7/2106 فإن 1/1 08/5 
في المستوى المأكب نفرض أن © -|ه-]:7 عتدئذ تكون التقطتان 2,2 


متناظرتين بالتسبة ل ب إذا كان 22 -| ه- ”|| ه-ج 


بسهولة نجد أن 2 تعطى بدلالة 2 من العلاقة 


5 -|(8)«ه-ه | وهنا يكن أن تكون الدائرة مستقيماً كحالة خاصة. 


عثاك (3): أوجد التحويل الكسري - الخطي الذي يحقق: 
2عز1+م | جج2-1-۱| 
الخلي: غبري علی التتالي البحويلات التالية: 
ثم الانسحاب 1++-0 وعندئذ 





عقاك (4): أوجد صورة ال 
الحل: 

إن النقطة 4 = z‏ تعدم المقامروتقع على حدود/ أي على الدائرة 1:|2-2|=2 
بالتالي صورة ۷هي مستقيم 7 ماذا؟/ولایجاد 7 تار نقطتين على ۲ ولتكن 2+210 
ونوجد صورهما وقق ۵ تجد: 


i 
جہ ت2 ڑھ, وجم‎ 
2 


,7+ 
5 9 پو من 2 ير هو اسم اجون 


وصورة 2 سوف تكون امإ النصف الأين أو الإصف الأيسر للمستوي ٥,‏ ولكن با 


أن 2-2 ذال 7 وصرارتها -م |[ +- 4< | تقع في النصف الأيسر فين 


D+D:Rea<0 
عثال (5): ما هي نظيرة النقطة| =2 بالنسبة للدائرة‎ 


الحك: لدينا 1= ۴ , 1-=ه, آ/=2 بالتالي: 





ن يكوت التابع (1) وحيد الصفحة في © بالتالي 
تين ,2 و :2 متناظرتان بالنسبة للمبداً. 
J‏ 


الي التحويل (1) وحيد الصفحة في كل ساحة لاتحتوي زوجاً من هذا النوع وأوسع 


ساحة هي تصف مستو حدوه تمر من نقطة المبدأ 2-0 مٹل 2<0 تا آو 0>× تا 


أو 262<0 أو 862>0-اخ. 

التاثير الفندسيي: لنبرإهن أن التحويل(1) يحقق تمائلياً ما يلي:(الأشكال 1 :3,2 4): 
,]ايه Imz>0‏ 

Imz<0 cC, \[0,) | 

Rez>O C„\(-,0)| 


Rez<o [0,س۱ء*‎ 
1 


الشكل (4) الشعل (3) 
arg‏ د مهمه ع نإ إعزهم ىت 7=ھ. 
لتتعذ الساحة 2:1502<0 وشعاع #-2هقة يقعفي 8 عندئكا 


20-8 - ههعدجم > ب >0 : م - همه (الشكل 5) 


بتدوير الشعاع #-2هقة باستمرار بدءاً من 0-© وحتى 5م جد أن شعاع 


الصورة 0-29 همه يدور إيجاياً ؛ وعندما يغطي الشعاع الأول النصف العلوي 2 





اللمستوى ,© فين صورته سوف تمسح (تغطي) کل الستوی ےء ولکن پالنسبة خدود 
7 ولا (انضکلین 8.6ء على ,الترتيب): ل . ع يا 


| 0< مهن جك 0د بويع 


2 فونه بك مردووية 
عندسیاً الشعاع ۵ ۶ہ المنطبق على الشعاع 0-2 ومة يمثل “ناه ولكي 
یکن التجويل (1) واد لواحد نی الساحة 0ا و علّ'نعدودھا ×0 جب قطلغ 'الستوی 
ي٥‏ علی طول (>+,0]ھ ٭٥ہ‏ واعتبار(الشکل8): 
)0 جع دعوم , ۸۸ جہ 0> دو 
جيث "4 ضفة القطع (,0] العلیا و ٦‏ الضفة السقلى. 


الشعل (6) الشکل (5) 
وهكذا التحويل (1) وحيد الصفحة في النصف العلوي 1 وينقل 9 إلى المستوى 
,,© المقطوع على طول (,0] 





الشعل (9) 
في الشكل 9. 

بنفس الأسلوب غهد أن (,1]0 0ج 0 >1002: 2 وهنا بالنسبة لحدود 
« لدينا: ه> همه > ع-:6 با 
6" جك هد وهومة , =2 

بالتعمیم حصل علی صورٰۃ الشبكة القطبية: 
الشبكت القطبيث في ۵ عسا :×ط lzf=const y argz= const : ga‏ 

ولدينا (الاشكال 10‏ 11 + 12 على الترتيب) 

ج2 کی ود >0 ج<ر كدهوممك0 جد م2 - و وك - وه 


® +۸ 


4 
r^ > 


)10( الشعل (11) الشعل‎ 
lzl=r, asargzsB: B-a<r—Êb|a|=F ; 2a<argo <28 |(۱ 
رتنع‎ Zln; 0 <argz Şa. <7, 0< p, <p, <+] 


(8) 
0<argû< 2a ا‎ 


اشکل (12) 





وھکتا فإن التحویل (1) 
حلقي حيث أخذتا هنا السلحة: 0< 2صة:2 
عثاك (1): أوجد صورة الداثرة 
الحل: 
لينا ("+1) 

>0o=7 =f (1+e”) 2 “وم‎ 
p= 2r (1+cose) 

وكما نعلم 7 هو متحنى معروف بيانه يشيه القلب!. 

صورة الشبكة الديكارتية في 0 < 102: 2: الشبكة الديكارتية هي: 


Imz= const & Rez =jconst 


ث 26 عم بساحن 


=u +i =2 = )x+ 


إذا كان: =٥‏ ×=2ء۴ & +> لر > مستقيم شاقولي فين (الشكل 13): 


في (9) والني تقعره نحو 





بنفس الأأسلوب ند أن صورة المستقيم الأققي ٭+>× >٭- 
هي القطع المكلاقى في (10) والني تقعرء نحو الاتجله للوجب للمحور ا حقیقي 
(الشكل 13) 

في الحالة الخلطبة إذا كان 0 =ء فإن 0 - م ويؤول القطع (9) إلى الشعاع [6,0-) 


أن (الشكلين 15,14 على الترتيب): 


د *(0بهم) يشا Rez=0‏ 


4 - ٭(ص0] 


الشكل (15) الشکل (14) 


نشير إلى أن كل قطع من القطوع (9) يتقاطع مع أي قطع من القطوع (10) 
& حسب خاصة حفظ الزوايا وحرق جميع القطوع في (9) و (10) هو النقطة 


ينتج أن التحويل (1) ينقل المستطيل إلى شبه مستطيل أضلاعه أجزاء من القطوع 


)9( و )10( 
بتفس الطريقة نین صحة التحویلات ا نية في (3). 
التابع العكسي: لإيجاد التابع العكسي للتايع 
aD)‏ 2( 


بالتسية ل ± 





عتنما 040 يكون لديتاحلينء وإذا رمزنا لأحدهما ب ]+ فين الآخر هو © 


والتابع العكسي ؟ للتايع *2-ه ثنائي القيم ونذكر بأن التحويل 22 ينقل ,© إلى 


تبرز مسألة عزلِ فرع وحید القیمة مستمر للتابع ٢٢‏ 


ترمز كالعالةي 2 للمتحول و © للتابع ونلغذ (2:©,1]0,5 و 


2/- >0 (انظر نفس الأشكال افندسیة بعد استبدال مواضع 2 و )٥۵(‏ 


لتكتب :2 بالشكل القطبي ”5 تهد أن التابع: 
)02 25 ع >0 , ۸۶۳۔ع) :دو 

وحيد القيمة ومستمر قي الساحة (1 لملذا؟ ويحقق المعلالة # - (2) 12 بالعالي 
(5,)2 هوحل للمعادلة: 
)13( ع تن 
ومجموعة قيم التابع ٤ )z(‏ =۵ هي النصف العلوي: 
)4( مسا جك (مه,0] اي 

ينتج ذلك من تعريف التابع (12) ومن أن التحويل (13) المعاكس للتحويل (12) 
ينقل النصف العلوي 100<0 إلى المستوى .© المقطوع على طول النصف الموجب 
ox‏ 
بالثل جد ان التابع 
)15( 27 م-.>٤‏ :۰ ۳۰۳۳ل۔۔ع)٤‏ عو“ 

وحيد القيمة ومستمر في الساحة 0 ويحقبق الشرط > (2) 42 وينقل © إلى 
النصف السفلی: 


16( 0> 0 صا + 


C, \[0,00)‏ 
وعليه فين ,5 و :4 (,5- ع ,)هما الفرعان المستمران للتابع ثتائي القيمة 2/. 


في الساحة 8 ومن مبرهنة التابع العكسي تند أن كل منهما قابل للمفاضلة قي (140© 








ا 
= ,2 فإن المقصود هو (2) ,=۵ 
وا 2 6 1 0 


إذا كان ,ثم -1- "1له- ,2ل فين الفرع هو ,؟ وأخيراً الشرط 


۵ =۱-= = ,2 بڑلی ال الع :ا 


لنأحذ الساحة [0,-) ,0:0 عندئذ لدینا الفرعین 


)18( >صعن- , "٥۰ل‏ >(ھ) ٤دت‏ 


w=f,(z)=—ke (19) 


Rea>0‏ جك زويصم) اي 


0>معه يك [ويم) ايع 


فرعي تابع ابخذر التربيعمي لہ نی ال 





عتدما 0-» عد السلحة (1]0,©0 .© - ,8 وعندما *-» نحصل على الساحة 
١),0[‏ © -2 المأعوذتين سابقاً 
يكن تلخيص الناقشة السابقة بالآتي: 
1) يتوضع التابع الثنائي القيم ١‏ على شكل فرعين قابلين للمفاضلة في الساحة 0 
أي في الستوی القطوع علیٰ طول شعاع یصل بين النقطتين 0 و ه 
2) يأحذ الفرعان في التقطة 
3) مجموعة قيم الفرعين تعلق بألساحة .2 التي فيها يتم العزل. 
4) يتعين الفرع بشكل وحيد في ,2 إذا أعطيت صورة نقطة داخلية أو حدودية. 
5) إذا كانت ١]0,5(‏ ,© -2 قإنة «f(x (=x >0 ; x>0,x e‏ 
التابع ٠‏ يأخذ قيماً موجبة على ضفة القطع العليا *. 
6) إذا كانت ١),0[‏ ,© -2 و 1ك (1) 5 فبنة 
18-0 ہک (0)0,س)ي 


0> بك ز[وريم)١‏ 


و 
7) إذا كانت 2 هي خارجية القطع المكافئ | +> |م2= ر حيث 0 < صو 


1 اه ا 
=x+iy‏ »أي الساحة | +× )و2 < ”و فإن د 2 فرعين قابلين للمفاضلة في 


ط۔ لا وحم ۱2م (2۔()۵(:3)) و (2) ۴-=(2 


ویکون لدینا (الشکل 17) لاذا؟ 


D وھزت‎ 


ذ الجذر التربيعي لطرفي معادلة إلا بعد 








الشکل (07) 
(5-3) التايع النيبري * - (2)؟ وتابعه التكسي: 


© كما في التحليل الحقيقي بأنه النهاية 


إن النهاية قي (1) موجودة لكل 2 ,© لاذا؟ وها الشكل: 


=e" (cosy + isiny) 


الإثبات: يتنج استمرار ت في كل نقطة لآ+ ×=« من (2) و مسن رإن كل من 


Ree"‏ و [me‏ = هو تابع مستمر في (۷,×)۔ 


فيما يملق بنقطة اللا نهاية: نضع 1+ - 
عن لكل .مرج یکرت 
1 
g(in)= cos—-isin—‏ 
¥ 1 
والتهاية (1518)1! غير موجودة , ما يعتي أن التابع “© غير معرف عند النقطة © 


القصل الخامس اكارنقطة اللانهاية شافة اسّاسية للتابع النييري. 








سلوك © قرب النقطة ,5< 
المعرفة سلوك © قرب ہہ باسلوب آخر ندرس ٥‏ 
إذا کان z= ٣۵‏ فَيقٍ ۶ء ۔ ت۴ | ماتا؟ 
نلاحظ آنۃ 
0 دوجوم 
cos >0‏ 
cosp <0‏ 
لذلك عندما +١‏ +۲ في نصف الستوى الأين يكون + -| ©| وز أمافي 
نصف المستوى الأيسر يكون 0“ | 1نا 


وعليه فان التابع النيبري متأرجح قرب نقطة اللانهاية 


نتبجة (1): التابع “6 حيث >1 مستمر في © وغير معرف في مه 


البرهات: الاستمرار في © واضح. 


a 


2+6 r 
کم‎ >> + 
n 2n 
2 
+2 ین > مب شن‎ 


تا بینما فی 





خواص التابع ©: الى جانب ما تقدم تصح ال خواص: 
القاصت (1): التابع *» قابل للمقاضلة في كل المستوى ,©. 
البرهان: بوضع ۷+ ں ۔ ۴ في (2) نجد أن لزومه.*ع - نا و لإمأع. "© -/. كل من نا 


و۷ هو تابع قابل للمفاضلة في كل تقطة (7») ويتحقق تترطا كرحي رجان: 


-e".siny 
تخاصت (2): لكل 32 ,© يكون:‎ 


4) 


تنتج المساواة (4) مباشرة من العلاقة ,1۷+ 


خاصة (3: التابع © 


البرهان: إن 0* *» لکل ٭ لان 0 “ع =| *ع 


=x +‏ 2 غجلة 
sîny, )e* (cosy‏ 


[cos(y, + ya )+isin(y 2Y2) 


من ميدأ الاستقرار الرياضي غيد العلاقةز 


تخاصت (5): التابع “© دوري بخلاف * ودوره الأساء 8 أي 
ع ي فد الل ي 





1+ ,1= فإن e" (cosT, +isinT,‏ هذايعني 
xk aig «sin T, =0 « cosT, =1‏ 

هو الدور الأساسي للتابع © 
لخاصت (6): لكل > 2 © يكون: 


9ن 


(e )=e (cosy +isiny)=e" (cosy ~isiny 


اقاصث (7): تقبل العادلة 0- ۶-۸ احل لکل ۸ حیث .۸*0 وتعطی حلوها غير 


(22 + حععف) ن+ الى | ماع ۸ ما 
الرھان: سسے ہے "7۸ ۸ في العادلة المفروضة جد 
e = ee =| A|e*™ => e" = A|,y = ArgA + 2k =>‏ 
x = In| Aly = ArgA + 2k =>‏ 
z= x+iy =ln| A | +i(ArEA‏ 
الحقيقي والتيبري المركبه 


التأثير الهندسي: نوجد أوسع ساحة يكوت فيها التحويل: 





مع 
بالتالي يكون التحويل (11) وحيد الصفحة في الساحة 9 إذاً وققط إذا كانت 18 
نقاط ,2 و .2 يحمق المساواة (12) ويمكن أخذ (1 الشريط الأفقي. 
D: a<lmz<b; 0<b4a s2r‏ 

لنأحة على سبيل الال الإساحة الاوسع ٭2>2١0:0>1‏ ولنوجد صورتها 
وفق التحويل (1) من أجل ذلك تلاحظ أن: 
z=x+ic; 0<e=const <2, < Xx < +p a= e" * =e"e* (14)‏ 

بالتالي المستقيم الأفقبي 1+ 2 الواقع في الشريط 2 هي الشعاع 
2۳89-٤‏ 


تحرك المستقيم باستمرار بإعطله © القيم من 0 > ه وحتى 6-2 مغطياً كامل 


الشریط 0ا نجد أن صورتہ أي الشمائغ =٤‏ 0ه سوف تدور إيجاباً حول 0-0 مغطية 


كل المستوى ١,‏ وعندئذ بالنسبة لحدؤد © يكون (الشكل1 ): 
5 | 0دميه بكم ٠>‏ ع>»ه- :عدج 
ا تو 2+ x‏ =2 
ويملاحظة أن الشعاع 0= |٨0‏ منطبق على الشعاع 2 = 20ء وللمحافظة 
على شرط وحدائية الصفحة في 15 تقطع المستوى ٥‏ على طول (,0] ونعتبر: 
©( 6-و2+وحطل, گاجے رےج 
نستتتج مما سبق أن (الشكل2): 


a»‏ (م,0]اي مكلم2 > مسا > 0 :م 





> 2ه >2 :2 


بحيث الحدود السفلى للشريط 7 تنتقل إلى الضقة “ وصورة الحدود العليا ل 72 
هي الضفة السقلى “2 
بشكل عام يكون (الشكلين 3؛ 4 وعلى الترتيب): 


ık< limz < 2x (k +) ماه مك‎ 1 
20 


2k-1)<Imz< (2k +1) [(,س)ايء مك‎ 


حيث »| علد صحيح مثيت: 
یح 


الشكل ری الشكل (3) 


عقاك (1): أوجد صورة السلحة [<>| 2سا >#62|>1.0|) :2 ومن 





ای إلساحة ھي داخلیة مسبتطیل وصورتھا هي الََکَکفِ العلوي حلقۃ وبالتحديد 


20ا 5 


o=lnz=ln|z|+î(argz+2rk) ; kez 


حیث ھنا ‏ 8۲8 فرع مثبت لزاوية 2 


بالثإلي عندما 2*0 يوجد للمعادلة (21) عدد غير مه من الحلول ٠,‏ تعطى 


بالعلاقة (22) أي أن التابع اللوغاريتمي 1١#‏ يأحد في كل نقطة/20(2) مجموعة غير 


منتهية من القيم والقسم الحقيقي |#إه! وحيد التعيين ونحن أمام/بسألة عزل الفروع 
الوحيدة القيمة الملبتمرة هذا التابع. 
واضح أنه يمككن عزل فرع م(تتا) < نها في تلك الساحة 8 الي)/فيها يمكن عزل 
فرع لتابع الزاویة 7 ع7ا 
لتتعذ السلحة (1]0,0© 8 التي تسمح بعزل قرع للتابع همه حع. 
ولنفرض أن همه (2)© هو أحد الفروع المثبتة لتابع الزاوية في 1 يحيث: 
)23 «2 < )9(2 <0 
ولتضع (مع الاحتفاظ بنفس الر 


o=lnz=ln| z|+jargz 24 








يحقق المعادلة 2- "ع وحسب (23) و (24) وحيد القيمة 


2 > وس > 0 جاک D:C,\[0,0)‏ 
من مبرهنة التابع العكسي اليسيطة (2-7-2) تجد أن الفرع بها قابل للمفاضلة 
في كل (0 عب يه ۶ع)۔ 


2) 26 
(nz) => 20 


نذکر بوجود عدد غير متته من الفروع المستمرة لتابع الزاوية تعطى بالشكل: 


(argz), =argz+ 22k ; kez 22 


حيث هنا و(2 858) > #همة هو القرع المأخوذ أعلاء والذي حقق الشرط (23) 


من اجل 1 - تمد ان الفرع المقابل هو ((2 ينة) وبالتالي فرع التابع 
اللوغاريتمي ال موافق له: 
08 23 + ما 25 + (عومه)ن+ اع | ماك پ(2 ما 
ولديئة 
(29) ج4 >و دا >2 ج تل ۓ(م 5:۱٥۵,‏ 
ومن أجل 1-= K‏ ند 
D:C, \[0,9) lı _+ 2x <Im® <0 G0‏ 
التابعان ,(122) و , (122) همافرعان للتلابع اللوغاريتمي في الساحة 2. 


وهكذا نستطيع عزل الفروع غير المنتهية .(:19) للشابع اللوغاريتمي في 12 وهنه 








تستتتج ما سبق أنه لعزل فرع قابل للمفاضلة للتابع اللوغاريتمي في الساحة 28 
يكقي إعطاء فرعاً لتابع الزاوية (العلاقة (27)) والفرع الثاني هذا يتعين بتثبيت قيمة 
نقطة داخلية أو حدودية/ للساحة 0 


القابل للمفاضلة للتابع اللوغاريتمي الذي يأتحذ قيماً 


في الحالة الخاصة القرع ال 


حقيقية على ضفة القطع العلیا ٭ يعُطى بالعلاقتين (23) و (24) كون © > ,| 582ه. 
وبشكل عام يمكن عزل قروع النابع اللوغاريتمي في المستوى القطوع على طول 
شعاع (أو متحنى) يصل بين التقطتين 0 ف 50 ففي السلحة (1]0,5 ,© - 19 لدینا: 
+ (عهمه) داع اها (عط) 


0<(arg#), < 2« 
D:C,\[0,0) AY; 2k < Imo < 2(k +1) 
D:0<argz < a, 2x < 0> >ھ صا‎ > 


ذ لوغاريتم طرفي معادلة إلا بعد تثبيت فرع. 


(6-3) التوابع المثلثية والتوابع القطعية المركبة و توابعها العكسية: 


من علاقة أولر ب,+-, ؤ +,, , +0888 و 


نضع بالتعريف 
0 

یسھولۃ حصل علی جیع خواص تابع التجیب المركب 0052 والجيب المركب 
عنهفة من (1) ومن خواص التابع ا 


الخاصة [: من أجل » -2 يتطابق 6052 مع ×05ء و 2« مع ×صآئ. 





في كل المستوى ومن (1 


(cosz)'==sinz , (sinz)'=cosz 


الخاصة3: كل من التابعين ٥05۶‏ و تتعله دوري ودوره 2۸ لاذا؟ 


الخاص46: التابع تدده زوجي والتابع #«آء فردي لاذا؟ 


الخاصة5: تبقى جيم العلاقات المثلثية المعروفة في التحليل الحقيقي صحيحة (ماهي؟) 


نعرف التجيب القطعي المركب عط والجيب القطعي المركب 52 بالث 
7 يب القطعي ا مر و لقطعي 


(iz)=chz & sin(iz) = ishz 


(4) تساعدنا في نقل التوايع القطعية إلى 





2, =arecosz = —iln (A+ A? -1) 00 


arccos2 =iln (A+ ¥A* -1) (© 


البرهاث: من العلاقة الأولى في (1) جد 


حيث يرمز الجذر في العلاقة لإحدى قيمتيه وإذا اعتبرنا الجذر ثنائي القيمة نسقط 
() من آمامه وكون 1- [82-1/:-ه)[82-1/:+8) فإنه يمكن حنف 
الإشارة (-) أمام اللوغاريتم. 


أذكر الخاصة المما: 





تعرف توابع الظل المركب ها والتظل المركب يتات والظل القطعي #طا والتظل 


تب 7و 2۳۷ 
بسهولة يمكن إستنتاج خخواص التوابع:في (9) استنلداً إلى خحواص التابعین نی (1) 
نذکر منهة 
امه 10: 
ıg(iz2)=ithz , ctg(iz)=iothz an‏ 
لخاصت1 1: التوابع في (9) قابلة للمفاضلة قي كل المستوى © باستثناء النقاط التي ينعدم 
فيه امقام فمثلاً التابع عهاء قابل للمفاضلة في الساحة [م) ا٥‏ =0 
افاص12: كل من 182 و ٥182‏ هو تابع دوري ودوره الأساسي يساوي 7 
ألخاضّك13: تبقى العلاقات المعروفة في التحليل ١‏ 
الخاصت14: بنفس أسلوب الحصول على العلاقة (8) أو العلاقة: 


ose = arecosz - هذ‎ )2 


(1- تول+ع) دا 
arechz =n (z+ 2-1)‏ 
areshz =1 (2+7 +1)‏ 


r 
aresin z= 2 وم بد‎ 


2 يه 








-thz=sech?z ; sech = 
chz 


کی لے 


cosz-2isinz=2 (4 ,chz=2 (3, sinz=cosz (2, e™* =-1 (1 








-1 د‎ 212-10 )-1( 
06 
+2rk); kez 


0د ص۔2 


1 
2 2 


2) هذه المعادلة تكاقئ المعادلة 3 
3) هذه تكافئ المعادلة 20/3 الي: 
si - 2k‏ | +2[ 1= )3 +2( 1= ,)5(2 3 +2= 
(a), =n (2-3) =1a| 2-3 | +i (r+ 2k)‏ =3 
س الأسلوب تجد مجموعتين غير منتهيتين من الحلوا 
=2xk-iln|-2+ 7|‏ ,)2( 
2k)-iln |27|‏ +1( = ,)2( 
(7-3) التابع نجه حه : *- (2)؟: 
نضع بالتعريفة 


0 لی 


إذا کان :سب فين (21+ي)1 ٣+‏ ما > ها بالتالي: 


عاق یت 


رہ بوك ير 

ينتج من (2) مباشرة الآتي: 

1) عندما 0+ 8فإن التابع *2 يملك عدداً لانهائياً من القيم المختلفة في كل 
(,20) وعذہ القیم (عند تثبيت 2 و 2) تتوضع على الدوائر :حاه| التي 

أنصاف أقطارهة 


f =e" kez 


:حظ أن 5 تشكل متوالية هندسية لانهائية من الطرقين (2ج1) أساسها 





وتشكل متوالية حسابية لانهائية من الطرقين وأساسها هو 250 


2) عندما 8-0 أي 2 علد حقيقي تتوضع قيم *2 على الدائرة *- ""ث حزن 


0, =a 


الأولى فيها ه عدد عادي بيط = ه فإن جميع قيم ,0 تختلف عن ,0. 
n‏ و 


٥‏ منته القيم ويتطابق مع التابع: 


الثانية فيها ه عدد غير عادي فإنه لاتوجد بين القيم .0 في المساواة (5) أبة قيمتين 
والتابع “2ن لانهائي 

يمكن إلى جاتب التابع نی (1) تعريف التابع: 
0 
عثاك (1): احسب (1)ان حیت 
الحل: بما أن الآس 1+3 عدد مركب فيه القسم التخيلي غير معدوم فإن © لانهالي 
ا1 إن من عدد غير منته من التوايع الوحيدة القيمة المختلفة مثنى مثنى 
(الفروع) ولكي تتمكن من إجراء عملية الاشتقاق ينبغي اعتبار ٥‏ العطی احد الفروع 
تلك وليكن الفرع الذي يقابل :2 هنا في العلاقة 


o'(i)=[(1+i)Lnz] 


1+8 مد‎ 
e 


1 
۔)(+1(۴٤‎ 





اللتوايع الواردة في البندين السابقين بالتفصيل في ف 
افندسي للتوايع الواردة في البندين التفصيل في 


أدعو إلى إجراء مقارنة شاملة بين التوابع الأولية الحقيقية المعروفة في مراحل 


دراسية سابقة وبين التوابع الأولية المركبة المدروسة آنفاٌ 


علاحظة هاعة: إن استخدام عيارة التابع العكسي رياضياً تعني بها أحد الفروع المثبعة 
وينسحب هذا على كل مسألة يدخل فيها تابع ليس وحيد القيمة. 








تارين غلولة - المجموعة الأول 


)7)8 
0و » (انظر الشكل (22) في (2-6-1) ولنقرض أن 
5.. احسب (6-)218/؛ 7 كنت (4-)عكف 3 arg | arg‏ 
ألكل: لدينة تلهج + ,يمه - تيعد 
حيث يل : 7 د 2 لكن: 2 - 5هنه - ,نه فرضاً 


ع7 ۵ +27- × چتھ 


arg(-6)= 2+ =3‏ >= 6 دع 
47ے 27+2 - 7وی کے 7ع 
7ھ ×- 2> (4۔) جج 4 سج 
0 3-8 


تمرين (2): أجب عن الأسثلة التالیة 
أنة 
Rêz>O Ê şE, :lma>!1 -1‏ 


E, :Rez>0,0<Imz<2 i _ş-1<Rea<|, Im®>0 -2 


) أوجد الصورة ,۴ للقطعة [1 





وفق 2 
) آثبت آنۃ 
1- 3-0+(5- 


E, :Rez>O جنع‎ E, :la|<1 


داه رعاجلف E, :Rez=0‏ 
ل 


8) نضم ۷[+ا=(۴)2 ۵ و لإق+ع دع میں 


+i(x+1)5>u=-y, د‎ + -1 


x =Rez>0 ¢ x+1=v 


x=Rez>0 & 0<y=Imz<2 > 
x=v=Imo>0 & -1<1-y=u=Rea<1 


ط) معادلة القطعة [2+1, وسيطياً هي: 52 ك0 : 1+* -# بالتالي: 


v= 2‏ ,1- دعن د + »)=(2) =0 


بالتخلص من × تد 3> 10- : 3 > نا وهي معادلة جزء من قطع مكافئ. 


o=f(2)=(l+it ں<‎ -1 








ا د 
۶ 2(7 ڑج 
-eF‏ سر ھا 


لكن 862<0 -)« فرضاً ممايعثي أن ۵۴<۵“|-ا او ا >إ*|: 


0دمعهه عر+ڈ(+م)> ۶+ (1-م) مہ 1 ت 1 <زه| 
2+1 


تمرین(3): أوجد القسم ا حقیقي والتخیلي والطویلة والزاویة لکل من القادیر 1 التالية: 


sin (3-i) (G3 


) 2 


(B-i)" (5 < arccos(-1-i) (4 


=> Rel =e .cos1, Imi 
ArgI=1, argl=1+2xk 


1=chl.sin3-ish1.cos3 => 


Rel = chl.sin 3,Im1=-sh1.cos3 


|= Jeh?1.sin* 3.+sh*1.cos" 3 


(_ shl.cos3 
arg1 = arg | 22552 ( جیں رو)ہوں--‎ 
رما رو وڈ |0 1ت‎ 


تابع التجيب العكسي والتابع اللوغاريتمي حيثة 





5) لدينا هنا 
تين (4): ه) اثبت 
tg(iz)=ithz -1‏ 
تا) اوجد الخطأ في التعبير التالي: 


0 


) أعط مثلاً تبين فيه آنه يشكل علم : 2#" عد “(,2,2) 


sin (iz) _ ishz 
(i2) - = qq hz 


n|i|+i(-Z+2rk |= 


Ini =lali| ل‎ 2k | 


۱ 
فد[ 2+2 )38 - نما 3= 


تا) مجموعة قیم التابع *2 لا ہو یت 
ع) خذ 1-- 2 ۰ 1> ,2 مثلا تجد أن الطرفين غير متساويين. 
تمرين (5) حل المعادلات التالية: 


ri 
کو تو کی کے‎ 








e+e 
م ملوة - دوم‎ - 2> 


وو کات و 7 14 - مدت ول ول عي أسزتق 
ا تی ا کر 
nae e |‏ 

0 


/ 


'(- باستخدام المبرهنة حول التابع العكسيء أثبت أنة 


(مماع-وءء ب اعم 
7 


2- ماهي الساحة 9 التي فيها يكون التابع ( -3) ماع ؟ قابلاً للمقاضلة؟ 
آکلے: 


1- لتكن ,232 نقطة كيفية ولنبين أن 


-ه 
دنا حيث يها ديس 


ماده 


یتم الطلوب إذا تحقق - 


بالفعل بما أن التابع 2 18 = ۵ مستمر قي 1 فإن ,له ج- © عنلما ,2+2 و 
9-٤۶‏ ۹ 

ابع المفروض هو تحصیل (ترکیب) عا مع التابع :-37- چ ومن قاعدة المفاضلة 

ابعين نهد أت ؟ هو تابع ابل للمفاضلة عند كل نقطة 2 والتي لأجلها 

ع 1),0[3© -8 أي في كل مستوى © باستثناء القيم التي تجعل 


سالبة أو صفر. وعليه فإن الساحة المنشودة هي: 








رو (7): حددد 


-١‏ قرعا للتايع ( ۴ يكون قايلاً للمفاضلة عند 2-0 ٹم احسب 


۶)0(,۲)0( 


فرعا للتابع 1- *2/>-؟ يكون قابلاً للمفاضلة في الساحة 1 <|2|: 172 


1) إِن التابع] هو حصیل 8ا مع التابع 2- "2> ع القابل للمقاضلۃ فی کل الستوی ٥‏ 
وحسب قاعنة التحصيل لتابعین یکفي ان نحتار أي فرع من 8ا یکون قابلاً للمفاضلة 
عند النقطة 2->(0)ع ولیکن مثا 

اعتدءوواروءء: زه مم دق؟ 


La(-2). f(z, 


2) علینا إیاد تابع (۴)2 ٠=‏ يكون قابلاً للمقاضلة في 0 
لنلاحظ ان الفرع الرثیسي للتابع 1- له وا 
هذا الفرع منقطع على طول ره والقطعة [1,1-] حيث 


1 
حقيقية سالبة لكن التابع -1لْ2 الذ 
یع سے 


المطلوب لآن الفرع الرئيسي ل 








رو إل +جر ]11.0 > × متوعقة 


aresinz =i Ln| iz+ e7 أ‎ 


عندمة zد(1,1-)‏ أي 1>|×|۔]2]| یک ن: 0,1[[91-22]وعندئذ 


(1-2) ماهو تابع حقيقي و 1-27/ حقيقي موجبه بينما 2 تخيلي بحت ما يعتي أن 


'" “3و جه تقع في 862 >0 وبالتحديد على دائر: 





< نجد أن الصیغتین متكافتتان. 
بملاحظة أن الحد الثابت » لايؤثر في التكامل الغدد نجد أن الصيغتين 





ارين غر لولة - امجموعة الأول 


قرین (1): 
لکن ۵ا الستوی القطوع علی طول المنحتى 


ص >0 "2)0 
7 


ولنفرض,أن *2-- (4) 8ئ ة۔ احسب قیم کل من الفروع عو ع2 ما نی 
القاظ 6-.47- کل '4, (5), 
5) لتكن 8-١0“‏ و 1- الة. احسب قيم الفرع 4/2 علی اغاور الإحدائیة 
ع) لتكن “2-010 و ,> ,1 قيمة مثبتة في ,1 1(3. احسب قيم الضرع 122 
علی اناور الإحدائیة 
تمرين (2): آثبت أن: 


i)z-1( 


2+1 


 |>1 +10 >0 


7 (2)ع , 


areshi (5 . In(¥3+i) (4‏ 
تھرین (4): أثیت صحق: 
1) بعض العلاقات امثلثية والقطعية. 


يط التوايع المثلثية العكسية والقطعية العكسية مع التابع 





تريت (5): هل يوجد 2 بحيث 2ط > عتاہ؟ 


تين (6): حل كل من المعادلات التاليةة 


3 G, sinz=2 (2 , cosz=isinz )1 


تمرين (7):حدد الساحة الي یکون قیھا التابع (4+1-2) ھا قابلاً للمفاضصلۃ واحسب 
F(z)‏ 


بماأن (2-) = 2 فإن: 
د (ه)مادعما ده )ما - 2ه 2 


555 
لى مما يلي: 
, 3) اازن+ا) ,4 i"‏ 
تی (10): أوجد فرعاً لكل من التوابع-5 التالية بحيث يكون قابلاً للمفاضلة في الساحة 
المبيئة جانب آ. 
)2۱| ۷2-۲ 
3) 1ج1,.12- 2م 


تمريث (11): أثبت صحة المساوا 





(8-3) سلاسل القوى المركبة: 
سلسلة القوى المركبة هي كل سلسلة تابعية من الشكل: 
"(و-ع)پ جڑے.+'(0-ع)ہ+(و-ع)ہ+ب 


كب 3 وأمثلها الأعداد المركبة ,> 


2-a=t 


ينقل السلسلة (1) إلى السلسلة "6,1 20 التي مركزها 0 >8 وبالتالي 


نتقص عمومية الدراسة إذا بحثنا هذا النوع من السلاسل. 


بوضع 2 بدلاً من 1 شكلياً جلة 


ساحة التقارب للسللة (1) أو (3) هي مجموعة النقاط 2 من المستوى © التي 

لاجلها تكون السلسلة متقاربة. 
واضح أن كل سلسلة قوى تكون متقاربة في مركزها ومجموعها هو ,» - (8)؟ 
وهناك سلاسل قوى تتقارب فقط في س نما ساحة تقارب» وهذا النوع من 
السلاسل قليل الأهمية كالسلسلة *(2*)2-1 ز2 وبالقابل توجد سلاسل قوى بالغة 
المركب © لآن مجموعها (1]2 يكون تابعاً قابلاً للمفاضلة 


2 (تخل ()) 


السلسلة 8 ویصبح التقارب مت 


اقعة ضمن قرص التقارب۔ 








ت سلسلة القوى (1) متقاربة في النقطة ,2 (8 .ة) 
في القرص الدائري 1ه .2|>|ه-#|: ,1 
ية بانتظام قي كل ساحة جزئية أو قرص دا 
K, :l2-a|SR, <2, —a|‏ واقع في ,ك1 
الإلبات: 
1) بجا أن السلسلة (1) متقارية في النقطة م2 قإن 0- (ھ- ,2) ,ناء بالتالي يوجد 
ثابت موجب 74 > 0 يحيث ۷ >| "(۵- |٥,)2,‏ من جائب آخر لکل 2< ,۸ لدینا 


. رہ اا -) 
4> د 55 7 


ا 
ولکن 1> ا لدې ا 2د ,× 
5 '(۵-,7) 


والسلسلة "849 :2 هندسية متقاربة في ,56. بالتالي حسب 


اختبار المقارنة تكون السلسلة (1) متقاربة مطلقاً في ,16. 


يكون (الشکل 1): 


الشكل (2). 


إذا كاتت سلسلة القوى (1) متقاربة في القرص الدائري المفحوح الي مركزه 


السلسلة 2 ونصف قطرها 0>۸ (الشكل 2). ومجموعها هو (2)# تكتب: 








f(z2)=>, c„(z-a)" ; zeK, lz-a|<R 
2 وتكتمل مسألة البحث عن ساحة تقارب سلسلة قوى بمعرفة نصف القطر‎ 


میرکت (2) - كوشي - آدامار: يعطى نصف قطر التقارب 1 للسلسلة (1) من إحدى 


سنا 





ا 
إذا كان 2 <| 2-2 | قبن 1< 

(7) والسلسلة متباعدة 
في الخالة عندم +-4 نضع 2-0 والسلسلة 


أما عندما 4-0 نضع 0+ - 8 والسلسلة متقازتة في كل المستوى © 


مئال (1): ادرس تقارب كل من السلاسل التالية: 
1( "(-ء)٭م رق 
(-D"(z+)" G‏ کے 

النلاحظ أن جميع السلاسل المعطاة هي سلاسل قوى وبالتالي ساحات تقاربها هي 
اقراص دائرية مراكزها هي مراكز تلك السلاسل ولنوجد أنصاف أقظارهة 

١ 2 

R=0 (1‏ >= سد ہ8 جوف - / والسلسلة متقاربة في مركزها لا" ٤‏ 
5R =+ 2‏ 0= "== والسلسلة متقاربة مطلقاً ني كل 


الى € 


1= 15|"( |= والسلسلة متقاربة مطلقا في القسرص 


1 > + :1 
ال 
فرديم 

النهاية العليا في (7) 





2-2-8] سلسلة القرى (1) قد تكون متقاربة وقد تكون 
ب في يعض تقاط الدائرة وتتباعد تی بقیة النقاط ولذلك دراسة 


رد تتم نقطيا. من جانب آخر تستخدم النهاية العليا عندما لاتكون 


(z-a)+3.c, (2-a) +..= FX ne, (2-a)‏ 28ہ 


بڑھا ٥‏ هو تفس مركز السلسلة الأصلية (1) ونصف قطر 


تقاربها 8 هو ذاته نصف قطر تقارب (1) لآن: 


a. Fmd 1‏ وا ملا 
t= Tim ne, [=timn. mle, [=‏ 


يتغير قرص تقارب سلسلة قوى عند المفاضلة حداً حداًء وبالتالر 


مبرهنت (3)- المفاضلة حداً حداً والمكاملة حداً حداً: إذا كان: 
f(2)=Ze,(z-a)" :zeK:]z-a|<R AD‏ 
فإن: 
1) يمكن مكاملة طرفي (11) حداً حدأ على طول منحنى مه : 121 وهنا يمكن أخذ 


بها هو >1 ذاتها 








2) يمكن مفاضلة طرفي (11) حداً حداً عدداً كيفياً من المرات من قلرص التقارب >1 
ولسلاسل القوى الناقية قرص التقارب K‏ ذاتهذ 
f'(z2)=Z ne, (2-a) ; zeK (13)‏ 
f" (z2)=Y n(n-1)..(n-k+1)e,(z-a)"™® ; zeK (14)‏ 
5 
الإثبااك: نكتفي بإثبات صحة المساواة (13) تارکا إثبات صحة (12) تدریاً 
نفرض أنة 
s(z2)=Z ne, (2-a) (15)‏ 

السلسلة في الطرف الأيين من (15) هي سلسلة قوى متقاربة في القرص ۸ 
ومتقاربة بانتظام في كل قرص دائري جزئي مغلق ۸> ,۴ 5 |2-۵|: ,) حسب 
مبرهنة آبلء وبما أن حدود هذه السلسلة هي كثيرات حدود فإن مجموعها (5)2 هو تابع 
مستمر في ,1 ويتم المطلوب إذا ب )۴ s(2(=‏ في 


لناعذ [,ھ]=۲ لکل 2< .K۸,‏ لدی 


| (a) a= د "رمسم‎ 


| re, (e-a) a= E 


د[ “سجاه ئ =[ 


d=, c,(z-a)" =f(z)-e, 








اة (13) صحيحة. 


فتيجة (1): مجموع سلسلة قوى هو تابع قابل للمفاضلة عدداً كيقياً من المرات في قرص 


٤‏ لملذا؟ وستجد في الفصل الرابع أن العكس أيضاً صحيح.. أي كل تابع ؛ قابل 


(2-8-3) العمليات على سلاسل ال 
إذا كان: 
g(z)=Z> a,(z-a)" ; zeK (16)‏ 


h(z)=> b,(z-a)" ; zeK, 07‏ 
حیث با8 >|2-8[: بک و ,5 >|2-8[: یک 
فإن العمليات الحسابية تتم كما يلي: 
1) عندما (2(±1)2)ع = (۴)2 فإن حاصل جمع (طرح) السلسلتين (16) و (17) هي: 


f(2)=Z(a, ±b,)(z2-a)" ; zeK, NK: (8‏ 
2 عندما (2)١.(2)ع=(۴)2‏ فإن سلسلة حاصل الضرب للسلسلتين (16) و (17) 
هي: '(ه-2)ء (2- '(ه->)(رطيه+ب+ررطية+ رفية) (3 >(2)؟ 


)19( 01 > ها ےہ- رتار+.+ رمطرھ+ مطہہ 


3) عتدما کر قإتتا تكتب ع= ۴1 وحسب حالة الجداء صل على العلاقة 
7 


تحسب الأمثال رت يدلالة ,2 و يط 


b,c, be, =8, , a, =e,b, +b, +: 





ى متقارية حول نقطة مامشل 

مقلوب التابع على شكل سلسلة قوى متقاربة حول نقس النقطة. 
(3-8-3) نشر تابع مفروض في سلسلة قوى - سلسلة تايلور وطرق النشر: 

بينا في (1-8-3) أنة ]ذا كآنت سلسلة القوى المعطلة متقاربة في قرص دائري فإن 
مجموعها (1]2 يملك مشتقات من كل المراتب في ذلك القرص وعلجنا مسألة التقارب أي 
متی وأین یکون ا جموع ٢‏ موجوںاً 

نأتي إلى دراسة مسألة العكس يبمعنى إذا كان لدیتا تابع مضروض (1)2 فمنى 
وكيف نستطيع تمثيله في سلسلة قوى؟. 
تعريفه (1): ليكن (1)2 تابع قابل للمفاضلة في جوار ما للنقطة ه(م * 8). 
سلسلة تایلور للتابع ؟ بقوى (2-8) أو حول 3 هي بالتعريف سلسلة القوى: 


2207 گبریء 


21 


تہ +(هم لع 


في الحالة الخاصة عندما 0 >3 نهد سلسلة ماك لوران. 


22 و +2 برمم) 


النلاحظ أن سلسلة تايلو (21) هي سلسلة قوى أمثالها هي 


مبرهنت (4)- تايلور: إذا كان ۴ تايعاً قابلاً للمفاضلة في جوار التقطة ه(5** 8) فإنه 
بالإمكان تمثيل ؟ في سلسلة قوی تایلوریة حول ٭: 


; zeK:z-a|<R,R>O 24 





لر ۸ من إختبار كوشي - آدامار. 


ابع ۴ قابل للمفاضلة في القرص 12 (جوار 8) فإن (انظر المبرهنة 2 في 


f(2)=>e,(z-a)" ; zeK 


يتم المطلوب إذا أثبتنا صحة المساواة (23) لكل 2 
f" (z)=nle, +(n+1)!e, (2-a)+... ; zeK‏ 
في الحالة الخاصة يوضع ۵ =2 جد أن != (ھ) ۴ 
نستنتج مباشرة: 
1) كل سلسلة قوى هي سلسلة تايلور مجموعها في قرص التقارب. 
2) تخثيل تابع قابل للمفاضلة؟ حول نقطة 8 في سلسلة تايلور وحيد. بالتالي نشمر التا 
؟ في سلسلة تايلور وحيد ولا 


سلسلك مالك لوران للتوابع الاوليت: كتطبيق مباشر على مبرهنة تايلور محصل على 





غل س ااا وا و ا 


٤ء‏ ; 0[ 
للمفاضلة عدداً حراً من المرات في 0 > × ولدينا 0(=0) ۴ . بالتالي سلسلة ماك 


لوران له هي السلسلة الصفرية المتقارية من الصفر وليس من التابع (×4 


طرق النشرة 


إضافة لتوظيف سلسلة ملك 


1 
يمكن استخدام طرائق أخرى. 

طريقت المكاملت حرا حراً او المفاضلت حراً حراً. توضحها بالثال التالي: 

مقا (1): اوجد سلسلة ماك لورات لكل من الا 


$ 
6-2) 


0 








كل 


1) بالاستفادة من السلسلة الهندسية: 


کم 
2) لدينة 31 0ں In(a+2)‏ 


بمكاملة طرفي السلسلة الحندسية المتناوية حداً حداً على طول [,0] الواقعة ضمن 


طريقة إعادة النشر: إذا كانت سلسلة ماك لوران للتابع 5 معلومة وأردنا إيجاد السلسلة 
إنضيف 8 أما اذا كانت السلسلة حول 8 معلومة وكان 
التابع حول 0 تكتب: 








=[(z-b)+ (b-a)J 


min {1,6} =1 


سلسلت سلاسل قوى وسلسلت عُصيل سلسلي قوى: 


(31) (2)؟ 2۔۶ 


كل ساخة جزلية مغلقة :33 واقعة ضمن ساعة التغارب 0 تق 


تكون ,2 و 8 قرصان دائريان) ولنفرض أن 138 وإن سلسلة 


++ +.()z-a( =| e |) 62 








في الحالة الخاصة الخامة إذا كان [(5)2]ع -1 


ى :lz-al<R,‏ بک و (ه)ع 


:|۵-b|>R‏ ,× حیث ا=(1)4 ولنفر 


h(z)= Xa, (z-a)',g(0)= Xb, (o-b)" 
7 فإنه بوضع *[-(0)2] ,8 - ,؟ في السلسلة (31) تحصل على سلسلة تايلور للتابع‎ 


حول ٥‏ 
f= 3b, [h(2)-b]' = Xe, (z-a)" ; |z‏ 
)3( 
وهنا نحتار ۸ بحيث عندما ‏ >-2 | یکون: 
o-blllh(z2)-b|<R, SR,‏ 
لنلاحظ أنه قد محتاج لتطبيق أكثر من طريقة واحلة للحصول على سلسلة تايلور 
مثا (3): أوجد سلسلة ان لكل من التوابع ؟ التالية: 


09 





نطيق العلاقة التدريجية جد 


۵ يهط رطية + رطرن - يةج 0 دم 


1ك ند رط + ران + رظي > بدا دم 


من حيث ,8 أعداد برنولي تحسب من: 





قإنه باستبدال ‏ ب :23 قي السلسلة (34) غبد أن: 


1)' 2™B, 
ag=1+3 CÛ Bs ا‎ 


وبضرب الطرقين ب × نجد السلسلة 








f(1)=etgl, ”)(- f(D 


كل-اعك = هه = )۴)2 


وابع ۴ التالية حول النقطة 8 المبينة جانبهة 


sin (22-27); a=12 رج‎ + 36-2, 1 


3 0عط, معو ب تتكمر 
3 


* صندے 
2+ 


۔[1۔(1+ھ)] 2+ [1-(1+ھ)] 


=2(z+i) -i(z+i); zeC(R = +0) 








اک 
f=sin[1-(z-1)‏ 


=sin1.cos(z-1) -cos1.sin (z1)? 


sin. (E E 


(2n)! 


ه :*(2-1)/ 


تحرين(3): باستخدام سلسلة ماك لور 
1) صحة علاقة نيوتن العامة: 


ہر (3عا(اسعاعے (اسعاع رع 


1 12 20 





1 
2 ممح - ج ووه ع مھ 


للتابعين e‏ ,(1+2) ماي =(z)ع‏ نجد الطلوب۔ 


sin 2.c0sz 


ترین(4): بفرض أن 8 (+> 0>78) هو نصف قطر 


٠, )2-('‏ ,2 فما هو نصف قطر التقارپ لکل من السلاسل: 


 ے)ع-("‎ «Fre, (z=) -1 


> (2-8 


الحك: من علاقة كوشي - آدامار مثلاً جد أن: 
٥ءء Rb. RFC‏ 


لكل من التابعين التاليين دون استخدام مبرهنة 





: 1 
2[>1| ...+ تو تر ہو-1 سے 
1+2 


حلا حداً مرتین متتاليتين نجلة 


حداً حداً علی طول 7:02 وليكن [0,2] -/ بدۂ 


(-" 2 

ہے E‏ ك 

ح۸ کروربمموبوی 2 

تهرين(6): لنفرض أن ؟ و ج تابعان قابلان للمفاضلة حول 
g'(a)*0 &f(a)=g(a)=0‏ 


أثبت صحة علاقة أوبيتال. 


£(a)(z-a)+‏ +0 م 


0+g'(a)(z-a)+Ê رھ(‎ 4+ 





تقسیم البسط على 2-8 ثم أخذ التهاية عندما 3ج2 نجد المطلوب. 
رين (7): آثیت ان: 
٠” =<,‏ تكوت متقاربة بانتظام على المجال [0,1] عندما 


يكون التابع (1)ع مستمرا على [0,1] 


r=] eed 


OE ۵۶۸))ء‎ 


-١‏ يكفي تطبيق اختبار فايرشتراوس للتقارب المنتظم كون التابع “» قابل للمفاضلة 

لکل ۶ ٥<‏ بالنسبة ل). 
2- بما أن السلسلة متقاربة بانتظام في [0,1] لكل 2 مثبت من ٥‏ فإنٹنا مد الطلوب 
اق ماتحت إشارة التكامل بالنسبة ل 


(انظر (مو)» 





ارين غير مخلولة - المجموعة الثانية 


تم بين أن ثصف قطر تقارب:ال 0 


تمریث (2): اوجد سلسلة: 


8) تايلور لكل من التوابع 1 الآتية حول 


2cosz-ie” (3 , 








تحرين (3) : أوجد عنداً من الحدود الأولى في سلسلة ملك - لوران لكل من التوابع ؟ 


التالية: 


e .chz (1 


ل 


رين (4): لیکن ۶ تابع قابل للمقاضلة فی جوار 2-0 و "2و٥‏ ,< >۶. اثبت أن: 


f(2)=> cz" 2 .f(az)=> caz" (1‏ 
لم و و ارد ہے رش ہد زرررس 
تحرين (5) : أثبت صحة التعميم التالي لمبرهنة أوبيتال. 


ليكن 8,5 تابعان قابلان للمفاضلة في جوار ,2 ولنفرض أن: 


رین (6): لیکن 


dz (4, ا‎ e“ -f.dz 3 یلگ ا‎ (2 ٥)0 0 
5 2 





التوابع النظامية رالتحليلية الوحيدة القيمة) 


The regular function (analytic unique value functions) 


لاسیما 
(1-4) مفهوم التابع النظامي: 
تعریف (1) : لیکن (2)؟ تابع مركب وحيد القيمة. يقال إن] نظامي في النقطة 
و(ه * ه) إذا كان ب 


>8, 0 


يقال إن التابع ؟ نظامي في الساحة (1 إذا كان نظاياً في كل نقطة 1722 والنقطة 


الشافة للتابع ؟ هي كل نقطة لا يكون نظامياً فيها. 


يقال ان ؟ نظامي في نقطة اللانهاية إذا كان يتمثل على شكل سلسلة تابعية متقاربة 


4 1 
10-2 6 


في نقطة اللانهاية 2-0 إذاً ونقط إذا 








ل 
باان 1>إء)| : "2 *(1-),2 
2-0 ولأي نقطة 8 3 [1)33© -2 تستطيع بطريقة إعادة النشر أن 


= (0 [(z-a)+a]" ; lz-a|<R 


هي =5 ے2 
تعريف (2): يقال إن التابع ۴ صحيح إذا كان وحيد القيمة ونظامي في كل المستوى 


المركب © كالتوايع “ع2 صقويلة 5دع. (2) ,8 

بسهولة نهد أن مجموع أو طرح أو جداء أو قسمة أو تحصيل تابعين نظا 
نقطة (أو ساحة) هو تابع نظامي ك التقطة (آو الساحة) ونستتتي جذور المقام في 
حالة القسمة وعندما تكون ساحة النظامية لأحد التوابع تختلفة عن ساحة النظامية للتابع 


الآخر نأخحذ تقاطع الساحتين في حالتي الجمع والطرح. 


على سبيل المشال -- +5102 6 نظامي في الساحة [111© والتابع 


2-3 


السلحة [2ع3:,1, فلم] ا 





مبرهقت (1): إذا كان التابع 5 نظام ني النقطة ھ(ئ) فإنه يكون نظامياً في جوار ما 

الإثباك: بما أن التابع ٢‏ نظامي في 2 فإنه يكتب الشکل (1) ويمنفاضلة الطرفين حدا حداً 

للسلسلة المتقاربة بانتظام (1) تجبد 21 : *(2-2) ,عهاغ - 7 هذا يعني أن 4 
نرص 16 لجوار 5) ومن أجل كل نقطة 8 123 نستطيع بإعانة النشر 

الحصول على سلسلة قوى متقاربة حول ١‏ للتابع ! مما يعني أن التابع ؛ نظامي في جوار ھ 

ینتج 

1) وجود المشتق رد جيع المشتقات )z(‏ ۴ كما أن مشتق تابع 


نظامي في نقطة (في ساحة) هو تبع نظي قي تلك التقطة (السلخة). .وهنا الجكم عير ديم 
5 


2) لنجموعة التي يكون فيها التابع؟ نظامياً في حال وجودها هي مجموعة ممتوحة بل ساحڈ 


والتابع القابل للمفاضلة في تقطة فقط هو تابع غير نظامي في تلك النقطة كالتابع 


5-7 القابل للمقاضلة في التقطة 0 - 2 فقط فهوبالالي ليس نظامياً في تا 


نص المسألةمُطلِب إيجاد الحل للمعادلة لعفاضليتذات القيم الابتدائية: 
f" (z)+p(2)f'(z)+q(z)f (2)‏ 
كد(ة)” , )15 
مركيان. 
يبرهن على أنه إذا كانت الأمشال (2) ٩)2(5‏ نظامية في جوار ما للنقطة ه 
وليكن ۲> إه - : × فإن امل (12 للمسألة (4)-(5) يكون موجوداً ونظامياً في 


+ 





(2)+p, (2) (2)+!-+p, (2)F(2)=0 (6)‏ ك) ,مجزج) "لم 
والشروط الابتدائيةة 
f(a)=e, ,f'(a)=c,...f""(a)=e, "00‏ 

ولنفرض أن ,6-1 : () .م توابع نظامية قي الساحة الوحينة الاتصال 8 و 
8 . عندئذ الحل للمسألة (6)+ (7) موجود ووحيد وظامي في الساحة 1 

نبحث عن الحل (1]2 للمسألة (4)-(5) على شكل سلسلة قوى: 

f(z2)=>e, (z-a)" ; zeKR:|lz-a|<r 
ويتم المطلوب إذا استطعنا يب الأمثل ع‎ 


نقوم بحساب (۳)۶ و (1*)2 


f'(2)=ne, (2-a) ' => (n+1)e,,(2-a)" ۱ 


0) 


f" (2)= n(n -1)e, (2-a)? = (n +2)(n+1)e,.. (2-a) ا‎ 


ونتشر (2) و ٩)2(‏ في سلسلة تايلور حول 8 


p(2)= Za, (2-a) , 4(2)= >, (z-a) (10)‏ 
هنا الأمثال ,8 و ,نا معلومة. 

بتعويض (8) و (9) و (10) قي المعادلة (6) والمطابقة محصل على علاقة تدريجية 
تعطي ,6.,.,.....بدلالة ,8 و ,ل وباستخدام الشروط (7) محصل بالتدريج على جميع 
الامثال ره 








هتالح (1): حل العادلة التفاضلية المركبة التاليةة 0-(26)2-(1*)2 
کل 


با آن 0= 4-2,۴ ٩‏ تابعان نظاميان في كل © (صحيحان) فإن كل حل للمعادلة 


في الحالة الخاصة 0= ره لاذ/؟ » بالتالي: 


ایضاً نید ان: 


[30(-30]۔(مئ 3م 7< 
: 


لنقترض أن ,؟ امحل الذي يحقى الشرطين الابعدائيين: 
0-(0) ” وإن , الحل الني يحم 0 -(0) ,1 و 1-(0) :4 عندئذ يكون: 
کے ل 
CGS [G-03‏ )23+366 +=( 


4 2 2 


ےک ا اپ و + بج -(ج) ع 
G46 [n n+]‏ 7 )4)67 34 مك 


كل حل للمعادلة المفروضة هو تركب خطي للحلين إ۴ و ر؟ء وفي الحالة الخاصة 





بتطبيق خوارزمية بناه الحل أعلاه تجلة 


1 


1 
=e0s22 + >sin 22 


لاحظ أن الحل هبر تابع صحيح. 
معادلات تفاضلية خاصة: 
نذكر فيما يلي بعتى المعلدلات التفاضلية الخاصة ذات التطبيقات الواسعة: 
1) معادلة لوجاندر: 0= )f'-2z2f'+n(n+1)f‏ 1-7( 
2) معاباحة شييشيف: 0= (1-z7)f"-zf'+nf‏ 
3) معادلة اليعقوبي: 


(1-7 )f+fu-2-(p+1+2)z}f' + (u+2+n+1)f =0 


4) معادلة غاوص قوق الهندسية: | 0 - 6قبه + 4[ 2 (8] جه +1) + -] + ”2)2-1(4 


5) معلالة شييشيف - لاكير: .20 كم +" (-1-.ة) + *]2 
۴-3(۲)+ی +۳ 
إلة هو تابع خاص يحمل تفس اسم 


النظرية المقصلة خارج نطاق الكتاب. وللتذكير فإن 


البحث عن حل معلادلة تفاضلية مفروضة. وهذا يدرس في نظرية 


المعادلات التفاضلية. 





(4 -3) التوابع التوافقية: 
تحت في هذا البند خواص القسم الحقيقي 867 - نا والتخيلي 7-14 لتابع 


تظامي ۷+ ا =۴ والعلاقة ايع الثلاث نا و 7و5 : 

(1-3-4) التوابع التوافقیة دیکارت 

تعريف (1): لتكن 1 ساحة وحينة الاتصال و (8).9 تابع حقيقي بمتحولين حقيقيين 
* ول معرف في 8. يقال إن # هو تابع توافقي (انسجامي) في النقطة 2 


يملك مشتقات جزئية مستمرة حتى المرتبة الثائية ضمنا في 2 (0) وتحققت 


الإثبااك: مما أن التابع ؛ نظامي في (1 فين "1 موجود وحدود في 


شرطا كوشي 
۷-> پرنا وبجلاحظة أن هذه 


نا في 1 وبالعالي الشابع نا 


الثاني ,7- - ,نا بالنسبة ل لا نهد أنة ب 


0 


يتس الأسلوب مجد أن التابع ۷ توافقي فی 2 


ريقف (2): لتكن © ساحة وحيدة الاتصال ولنفرض أن التابعین ا حقیقیین (×)لا و 





لتابع النظامي ؟ موجود في كل المستوى © لان التابع الضروض نا يملك 
مشتقات جزئية مستمرة حتى المرتبة الثانية ويحقق معلدلة لابلاس في ©. ولإيماده يكفي 
إيجاد المرافق التوافقي ؛. من شرطي كوشي - ريمان تجد: 
(«)ع- ”3 د بج 6ھ ,۷< ,۷× 


۵+ (ع)ع دل 


و 
س 


ومنہ مجد ان: 


3y +(-3xy + +e) =i(2 +e) 
>٥ محدد الثابت الکیقي ا حقیقي‎ ٥( > 1 ومن الشرط الإضاني‎ 
(ا+ )ند )8 , ادعدزء+ 0)ندز‎ 
الطرقةآكيانية (علاقة مللين - تومسون):‎ 


إذا كان: ]800 - تابع_توافقي مفرو ضقي الساحة الوحيّدة الاتصال (1 فإن: 


)2 ×٭+ عة[(0ک)ہسز-(0ھ) ,×]] - (ه)؟ 





توافقي مفروض ي الساحة الوحيدة الاتصال 0 قإن: 


f(2)= [[v, (=0)+iv, (z.0)] 


حيث / متخنى بدايته نقطة مثبتة ,2 وتهاب ابت مركب كيفي. 
البرهان: 
نكتفي بإثبات صحة العلاقة (2). با أن الطابع ۷ة + سا = ۴ نظامي في © فإنة 


F(z) >u, iu, 


وبمكاملة الطرفي على طول المنحنى 2,2 :1 < 0 ند العلاقة (2). 
لتلاحظ أنه يمكن الحصول على التابع؟ في الطر, 
مثال (2): شکل 


أكل: التابع النظامي ۴ موجود في كل © (لاذا؟) ولدينا؛ 


7٦ 12x +47‏ 
بالتالي: 
v, (20) +iv, (20)=0+4iz' =>‏ 
f(z)=iz +c‏ 
ع فطل یہ 8ك 
الطريقةالتائية: إذا كان دا تابعاً توافقياً مفروضاً في الساحة الوحيدة الاتصال 1 فإن 
يعطى يالعلاقة: 
ع ترق ين + عه نل ۷ 





استنتاج عبارة مكتابهة للتابع دا/إذا كان الاب التوافقي ٠‏ معطى. 


لنلاحظ أن وجود الثابت الكيفي رشي إلى أن المرافق التوافقي وبالتالي التابع 
النظامي ؟ ليس وحيداً ويصبح وحيد التعيين بإكطراء شرط إضافي ,0ہ >(م۶)2 وسن 
جائب آخر إذا لم تكن السلحة 8 وحيد الاتصل فإن لرافق الشوافقي والتابع النظامي 


الموافق قد لايكون وحيد القیمة فی 15 


منحتيات السوية هي أسرتا المنحنيات: الأو )ع - ؛قدمه - نا والثانية 


ولى تتقاطع مع الثانية في كل نقطة ية قامة لأنه من شرطي 
كوشي - ران وعند حاب ابختاء السلمي للتترج يكن هذه الشرج مساوياً للصفر. 


مثال (3): أثبت أن التابع *|2| ساعن تواققي في السلحة (1]0 2-0 ثم أوجد 





الشكل (1). 


(2-3-4) التوابع التوا 
لیکن ۲= 2,( ,)1۷+( )=۴ ولنړهن أن ععادلة لابلاس 


Fu, + ru, +Uyy 


من أجل ذلك نستخدم شرطي كوشي 


بمفاضلة الشرط الأول بالنسبة ل ۴ والثاني بالنسبة ل م مهد 


1 
ي۷ کون التوابع مستمرۃ بالشالي په --= ,دا+ رده والعلاقة 
3 ي لم 


بنفس أسلوب العرض في الفقرة (1-3-4) نجد أنه إذا كان (8)5,0 تابعا توافقيا 


الساحة © فإته يوجد تابع نظامي (۴)2 بحيث يكو ال 





انطلاقا من معرفة القسم الحقيقي لا أوالتخيلي 7 نستطيع ايجلد التابع النظامي في 


f(x)=u(x,o)+iv(x.o) : xs(a8) 
إفا بدلنا × ب ± في (6) شكلياً ولإحظنا أن؟ مستمر في 19 تحصل على التابعة‎ 


r(2)=u(z.0)+iv(z.0) 


الني يطابق التابع؟ المفروض في جؤار (6.3) ومن مبرهنة الوحدانية في التوابع 


النظامية (انظر(4- 8 )) جد أن الطرف الانمن من7 يتطابق مع قنيم؟ العطی نی کل 
الساحة ط 


علی سبیل الشل: اذا كان 


6۴ ف۵ حیث ۵ مؤٹر لابلاس 


الات نشکل: + 1+ ×2 × = )×,٥(‏ ۷آ (٥,×)ا=(×)۴‏ ونضع 2 عوضاً 
عن × دہ + 1+ 2-227 =(ے) ۶ 


کمثال آخر: إذا کان لہا “=۷ فین 0= 4۷| لکل د٥۔‏ 


وعلى + 
(مب×)ہ*” "8= u, (s,0) =v, (x.0)‏ 
ENG‏ 
ابع نظامي في الساحة 9 الخناظرة إالنسية للمحور ۸= »0 





(2)-(2)؟ 
إن (8) تکاقی: 
u(x y)=u(x,-y), v(x.y)=—v(x,-y) (9)‏ 
ومن (8) غبت 
2u(x,y)=£(z)+£(2)‏ 
2iv(x,y)=f(z)-f (2)‏ 


)10( 
an‏ 
ن هنا تحصل على القاعدة التالية 


إذا كان التابع التوافقي المقروض 0-1865 يحقق (9) فإننا نوجد ؟ (بدقة ثابت 


2 بعل 7 1 z‏ 2+2( 
د ا کا ا م 
تخيلي كيفي بحت) بطريقة عزل :2 عن 2 قي العبادة | ہو 


آي بطريقة الحصول على (10). 


وإذا کان التابع التوافقي القروض 7-1001 يحقق (9) فإ 





لى 02-0 ؟] صغراً لكل متحنى 
بللتحتي التكاملي :2ر2 الواصل بين ,2 و ر؟ 
المبرهنة الهامة التالية بأشكلها المتنوعة عن السؤال الأول. 


مبرهنت (1): 


1) ليكن ”1 +7 تابع نظامي في الساحة الوحيدة الاتصال © عندئقة 


11) عندما تکون الساحة 1 حدودة والتابع؟ مستمراً حتى حدودها المغلقة '1 فإن: 


=0 2 


2) ليكن ؟ تابع نظامي في الساحة ذات 8+1 اتصال 5 عندئذ: 
1) لأي منحنى مقلق 7 يقع مع داخليته فسمن 1 تكون العلاقة (1) صحيحة. 
(الشکل 3). 
T=T,UF,U...UF,‏ 


فإن العلاقة (2) تكون صحيحة. حيث يوجه ٣‏ جيث تبقى نقاط الساحة 1 على 


لكل ٠»‏ (الشکل 4) 





الشكل (3) 
الإثباك: 
1) بداية نثبت صحة العلاقة (1) ضمن الشرط الإضافي الني يسمح لنا بتطبيق م 


غرين وهو أن تابع المشتق ‏ مستمر في (1. لدينة 


‌ٍٍِ ی11۶۹ ,۰+ 





السرحاء الأول: المنحنى 4 - + مثلث. لتکن ۵> 7 مثلث یقع مع داخليته ضمن ت1 


ولنفرض العكس» أي آن 0ا۴ عندئذ «حه سات[ 


نوصل منتصفات أضلاع 4 بقطع مستقيمة محصل على 
أربعة مثلثات 1,4- 6 : ۸ تحقق (الشكل 5). 
ومن بیٹھا یوجد مثلت واحد لی الاقل ,۵ یحقق 


© < | ] | لانه في حل العكس جد أن 


أي أن © >» وهذا غير ممكن. 


الآن نقسم ,4 إلى أربعة مثلئات بنفس الأسلوب ند مثلث واحد علی الاقل ی۵ 


(.4) قق 4ے 4 و lf‏ لكل ...,1,2 > «أوبذلك حصلنا على تقدير من 


الأسفل للتكمل | ] |- .1 


نوجد تقدير من الأعلى ل .[. نفرض أن م طول حيط المثلث 7-4 فيكون 
طول يه وما أن 0 جيب ,ف و 4> 4 لكل د فين المتالية [ي4) 


متداخلة وتوجد نقطة واحدة على الأقل 2 تنتمي لجميع امنا 





f'(a)(z-a)+o(z-a) 


f(a) j dz+f'(a) j 2dz af'(a) | dz+ | o(z-a)az‏ علہ إ 
d= zd2=0‏ ق ol‏ 


| flz= f o(z-a)dz 
ومن تعريف التقديرا (8- 0)2 لدينة‎ 


Ve>036>0;|z-a|<ê>»|o(z-a)l<e.|z-a 


عندما 5 كبيرة يقع ,4| ضمن القرص 4+ وعندئة 


| 3 |2-alldzl<eP, ] ۶7۔۱۵۶۱‎ 


e.‏ > أي أن 0-» وهذا تناقض 





الرحلء الثال# : ۲ مغلى. نستبدل المنحنى + بمضلع مغلق © قريب منه (الشكل 7) 


وعندئذ: ۵ ۴ لكل >0 ولكن بما أن/0- ] قبن: 


| 
>| | تکل ٥>‏ رعنا ہی اد ٭] 
لنبرهن صحة العلاقةٍ (2) عتدما تكون الساحة/82 
متعلدة الاتصال. 
8 الشكل (7) 
نرد الساحة 7 إلى ساحمٌ وحيدة الاتصال 13 بوصل 
,1 مع :1 بالقطع 4 ووصل |1 مع .5 بالقطع 45 ووصل , ,7 ب ,1 بالقطع 
4 عندئذ حدود 5 تكون م2 لا...لا ؟/ ۲= 1 (الشكل 8) وحسب /المبرهن يكون 
0-جه5 ] وإذا لاحظنا أن 1,١‏ », إ -- ] نجد أن العلاقة (2) صاجيحة. 
1 26 
+f - f =]‏ | - ] + إدعة إده 
ملاحظة (1): التابم 
5:0422 والدائرة 1 


يقع في 8 ومع ذلك فين 710 


هو أن داخلية المنحنى 7 
الاتصال 5. 

بعض اطلاحظاک والنتائج اظامتء 

1) ضمن شروط صحة المبرهنة فإن التكامل علی ا حدود 


يساوي مجموع التكاملات على الحدود الداخلية 





عة؟ ] +جعة؟ ] <عة؟ [ 


في الحالة عندما تكون 1 ساحة ثنائية الاتصال فإن: 


)5( ع۶ ] = | 


ومن الواضح أن العلاقة (5) تنقل التكامل على المنحنى 


منحنى دائرة مثلاً. (الشكل 9). 
الشعل (9) 
2) ضمن شروط صحة المبرهنة والساحة 5 ليست وحيدة 
الاتصال وإذا كان ,7 و ,7 منحنيان مغلقان بحيث إن ./ يحتوي داخله ,: ويشكلان 
معاً ساحة جزئية واقعة مع حدودها ,1 و ۷ 


ضمن 0 فإن (الشکل 10). 


)6( عه؟ ] <عه؟ | 


انستنتج إذا كان المنحتيان المغلقان 7 و ,7 
هوموتوبيان في 1 وكا أحدهما يحتوي الآخر فإن 
التکامل علی , هو ذاته على ,7 الشکل (10) 
3) ضمن شروط صحة البرهتة إذا كان 
,81:2 فإن قيمة التكمل 92 ] -جهة؟ ] لا 
إذا استبدلنا المنحنى غير المغلق 1 بتحنى غير مغلق آخر 1 
هوموتوبي معه في 5 (الشکل 11) 








قيمة التكامل عل ۴ حييث :91:22 لاتتعلق بشكل المتحنى 7 


عة؟ [ دعة؟ ] 


القطعة [:2,.2] ضمن الساحة 8 وينقلب التكامل على 
المنحنى ١‏ إلى تكامل محدد. 
4) إذا کان ۴ تابعا نظاميا قي الساحة الوحيدة الاتصال 0 قإن له تابع أصلي. 
البرهان: 

أن تكامل ؟ على منحتى غير ملق يتعلق فقط بطرفيه. فإذا كان 


د نقس الاطراف فإن 0= ۴۵2| حيث :7-17.7 بالقالي: ] - [ 
بتثبيت نقطة البداية ه تجد أن: 5 إ (۴)۶ هو تابع أصلي ل۴ في 0 
من الواضح أن هذه النتيجة تبقى صحيحة إذا استبدلنا شرط النظامية للشابع؟ 
يشرط الاستمرار لماذا؟. 
عثال (1): احسب: 1) dz‏ 


1= | sinzdz 2 


حیث ٣لا‏ ,۲= ۲ حیٹ ٣‏ منحتی داد 





حاب إ لايكن تطبيق ميرهنة كوشي كون ,'1 غير مغلق لكن إذا لاحظنا أن 
هذا التكامل مستقل عن شكل .1 ويرتبط بطرفيه فقط تجلة 


1, = | sinzdz= | sinzdz=[-cosz]; 


os(-i)+c0s2=-chl +cos2 
1=1, +1 = ومنه را‎ 
يمكن توظيف مبرهنة كوشي لحساب تكاملات حقيقية ويتلخص ذلك بنقل‎ 
التكامل الحقيقي المفروض الى تكامل مركب على منحنى مغلق ويعتمد نجاح ذلك على‎ 
اختيار مناسب للتابع المركب المستكمل وعلى المنحنى التكاملي : وضح ذلك بالشال‎ 


التالي 


علینا اختيار تابع مستكمل مركب مناسب يمكننا من المطلوب . 


R+re™ 

بحسبة بسيطة مهد أن التابع المستكمل يساوي 8262-2 حیث: 
ب RF‏ 
خربووم 7-28 ٭ 7-0 


تعتبر ۶ ثابت جد 


سے ۴ 


عل 
گت 
ول 





فك 


z-a 
الوحيدة الاتصال © ومستمراً حتى حدودها‎ 


المغلقة ١‏ فإنه لكل نقطة 4 <0 يكون 


٢ 
ا‎ (=) gy 2i. f(a) 2 


3) إذا كان ؟ تابعا نظامياً في الساحة المحدودة ذات ال 8+1 اتصل ۵ا ومستمراً حتی 
حدودها ,1لا...لا '؟]لا.1 > 1 ويوجه "1 يحيث تبقى نقاط الساحة ا على جهة 
اليسار قان العلاقة (2) صحيحة أو: 


٢)۵ 
1 + 





مستمراً حتى حدودها الخارجية 7 والداخلية ,© 


F(z)az= | F(z)dz 


f(2)-f(a)+f(a) 
2-a 


f(a) 


حیث عل 


038<0: (ہ)۲-(ئ)۲| -8>|:-ع|‎ 
f(2) f(a) 


|z-al| 





المتحتى المغلق ,7 وكلاهما يشكلان ساحة تا تقم 


ضمن 0 قإنه لکل <a‏ 5 یکون: a ×۴ )a(‏ 0 ۲ 
7 بحيث تبقى نقاط (1 على جهة اليسارء أي أن: 
f(z f(z‏ 
a-j 8 az 2ri(e)‏ 
2) إذا كانت (1 ساحة ثنائية الاتصال حدودها الخارجية .1 والداخلية ,1 قإنه لكل 
8 يكون: 
f(z)‏ 


a= 28i F(a) 0)‏ ] ين 
2-a‏ 


1 
3) عندما 538 فين التاب (2) > (5)2 يكون نظامياً في 5 وعليه فإن: 
کا سن ف 


f(a) ; aeD 
0 :; ae 


6) 


4) بالإضافة إلى أن علاقة كوشي التكاملية تحسب لنا قيمة تكامل مركب فإنها تعطي 
قيمة التابع ۴ في نقطة داخلية 3 من ساحة النظامية ل۴ بدلالة قيم ۴ على الحدود ٣‏ 
لتلك الساحة. أي أنها تعطي حلاً للمسألة الحدية: يطلب إيجاد قيمة التابع؟ في 
النقطة ه حيث 038ا و 2 ساحة النظامية ل ۴ علماً بأن قيم (2)؟ معطلة عندما 


٣2 





أثبت أن © تابع نظامي عند كل نقطة 2 ليست على 7 وأن مشتقه يعطى 


الحل: 


من أجل إثبات وجود (2)'© وأنه يعطى بالعلاقة المفروضة علينا بيان آن: 


li 


5+ (-6)0 1 
2 Az ر‎ 


سپ )ع 1 ()6-(9)2+۵ ےی 
Az (6-2)‏ 


الصقر عندما ۸2+0 


G(z+42)-G(z) _ 


2-42()5-2( 


حيث 42 صغير بحيث :نك +2 ليست على . بالتالي: 


[! (2()6-2 
)ع 
“(2-))(عد-ء 


لتقسدر 1۔ نفسرفی ان |(ج)ع |[×ھھ ۸۸ وك اليعدبين2 و9عنتلها 


0 ج2-ج| لکل د1 





التكامل بالنسبة ل 


نتهجت (1): مشتق تابع نظامي في نقطة ,2 (ساحة ©) هو تابع نظامي في ,ل (5) 


البرهاث: ليكن ؟ تابع نظامي في ,2 وعلينا إثبات أن "5 موجود ونظامي في ,2 (باا 


نظامي في جوار ,2). 





(۲)2 لكن الطرف الان شل 


± من جوار ,2) و ۴ هو الآخر 


وبمتابعة هذه العملية انطلاقاً من الصيغة التكاملية ل ۴ نخلص إلى: 
نتهجة (2): إذا كان ؟ نظامياً تي ساحة 0 قإن جيع مشتقاته '۴"...,۴.... تكون موجودة 
ونظامية في 0 

لاحظ كم أن هنه النتيجة مدهشة إذ لايوجد ما يناظرها في التحليل الحقيقي. 

على سبيل المثال: التايع > :7" (»)؟ قابلة للمفاضلة لكل 


شتق في النقطة 0 = × 


کر أنه إذا کان 1۷+ نا =۴ نظامي فإنه یکن حساب ۲ من إحدى أربع 


علاقات منھا 


بة من المرتبة الثانية ل نا و 


فيها؟ نظامي بتكرار العملية نصل 





وكذلك يمكن الوصول لله النتائج انطلاقاً من القضيتين: 


1) إذا کان ۴ بيلك تابعاً آصلياً ۴ في ساحة 0 قإن ۴ نظامي في 0 


1( و ود تابع أصلي للتابع الستمر ؟ يكاقئ انعدام التكامل على كل منحنى مغلق. 


وكتتيجة لما سبق نحصل على مبرهنة موريرا. 
إذا كا 


؟ مستمراً في 1 و 80-0 | لكل منحنى مغلق 


تابع نظامي في 9 


في نقطة هو تابع قابل للمقاضلة في تلك النقطة وإن 


العكس غير صحيح. إذا استيدلنا التقطة بساحة يصبح العكس صحيحاً 
: ج ح :۰ 


المفاضلة في ساحة: 
الكاني كي يكون التابع 4 نظاياً 
قابلاً للمفاضلة ف 0 
إثباات لروم الشرط: واضح (لاذا؟) 


إثباك كفايت الشرط: نفرض أ 


الشكل (2) 


ب بحيث يقع القرص المغلق 


کا ضمن 0ا عندئذ لكل K<2‏ تصح علاقة كوشي (الشكل 2) 








علی ‏ ولن یتاثر تقاربھا المنتظم إذا ضرينا 


حداً علی ٥,‏ لان ۴ محدود على ٥‏ للاذا؟) 


((۔ے)] جو لھاگ 
a |‏ 
الدينة 
f(z2)=3e,(z-a)"‏ 


حيث الأمثال ين تعطى بالصيغة التكاملية: 


وھکنا فين : 
)9( ؟ قابل للمفاضلة في 2 <> 1 تابع نظامي في السلحة 8 . 


يمكن أخذ التكافؤ (9) کتعریف للتابع النظامي فی ساحة 





نتائج وملاحظاتك: 


1) بناء على التكا: 5 التابع ؟ قابل للمفاضاة في الساحة 72 


(أو في جوار التقطة 8) بالعبارة؟ تابع نظامي في الساحة 8 (أو في النقطة 8) في 


3) عندما يطلب إيجاد نصف قطر التقارب ۴ لسلسلة تايلور للشابع »حول 8 لاحاجة 


لتطبيق علاقة كوشي - آدامار لأن 8 يساوي البعد بين مركز السلسلة 8 واقرب 


نقطة د منها لماذا؟. 


الى سبل الخال 1 = ۴ في السلسلة ۶ = 
على سبيل سے 
ار سج ا و :05 لأن التابع 052 صحيح. و 
(2n)!‏ = 3 9 


R =| +2-0|= 27 لأن‎ tz 


1ا2„ 
8 


22+1 


۲ منحنی الليمنسكات الني لأجله تقع ١‏ 
(۱-ھ)(2 


بجراعة الاتجله المفروض نجدة 





cosz 


عثاك (2: احسب عل -- 


E‏ 1 قي الحالات: 


۾ 1 


التابع المستكمل في كسور بسيطة جد 
قم cosz‏ 
3 


i)-Lcosî‏ )سم همه نع 


2ri[1-chi] 1 


حيث هنا التقاط الشاثة الثلاث 


2) لدینا 2-0 داعل 





مبرهنت (3)- علاقة كوشي التكاملية العامة: 
ضمن شروط صحة البرهنة (1) ي 


(10) 


(00) 


واستبدال ي ب 2 شكلياً وملاحظة أن النقطة 192 كيفية نجد العلاقة (10). 
نتابع النتائج: 
4) كما هي علاقة كوشي البسيطة فإن علاقة كوشي العامة (11) تحسب لنا قيمة التابع ؟ 
في نقطة داخلية 2 193 بدلالة قيم مشتقاته على حدود النحنی التكاملي: 


(12) 


5) بوضع 0 >2 في (10) أو (11) جد علاقة كوشي اليسيطة. 


6) يمكن الحصول على علاقة كوشي العامة بمفاضلة التابع المستكمل شكلياً بالنسبة ل 


عدداً ھ من المرات معتبرين 2 ثابت وسیطہ 


7) إذا كانت 1328 فإن التکامل يساوي الصفر حسب مبرهنة كوشي وبالتالية 





(a) او‎ 


n!‏ ےج۵ 


0 ;: aD 


عثاك (3): اسب [faz‏ 1 حیث ۴ و 7 كما يلي: 


+ هو الليمنسكات المعطى في المثال (1) 


= شللة داخل 7 وبالقارنة مع علاقة كوشي العامة نجد أن 1-4+ (ضع 


1) لدينا 0 


ب مكان 2 شكلياً في تلك العلاقة). 
© > ] ومنه: 


Ari (2 


cosz 


عثاك (4): احسب ينل 0 
)z-1(‏ 7 


] -1 حيث 7 هوا 


1 
Yl2l=7 (1 


الحل: 





= 2ri[cos1-coso + sino] = 27i [cos1-1] 


مبرهنت (4) علاقة كوشي التكاملية من أجل ساحة غير محدودةة 


)۴= ۔ بللكاملة حداً حداً على 7 ثم ضرب الطرفين ب لص 


2 


f(5) 


f(2) 








حتاماً توجد الصيغة المركبة لمبرهنة غرين بهدف تعميم علاقة كوشي. 
توطثت (1): من شروط صحة مبرهنة غرين فإن : 


رفعة.,؟ [] دعة؟ [ 


udx - vdy +i ] vdx +udy 


v, )Jaxdy 


[,نا+ ۷+( پك- 
والتي منها حصل على العلاقة (15). 
في المبرهتة ١‏ 


نقدم إحدی تعمیمات علاقة كوشي. 


مبرهنت (5)- علاقة كوشي - غرين: إذا كان التابع ۴ مستمر في لصاقة الساحة المتراصة 


2 المحدودة بعدد منته من التحنيات "1 القابلة للقياس فإنه لكل 0<4 يكون: 


6( 
الإثباک: نسزل النقطة 8 بدا 
٤2-8۲‏ ضمن 0اد ان السّای 


ونستطیع تطبیق العلاقة (15), 





العلاقة (16) يساوي الصقر للاذا؟) وتحصل)على علاقة كوشي البسيطة 


نجڪ (4): مرة أخرى تجد أنه إذا كان ؛ تابعاً نظامياً في الساحة (1 قبن "! 
نظامي أيضا في 2 وأ من هذا قإن ل1 مشتقات من كل المراتب في (1. 


البرهات: ينتج من العلاقة (11). فإذا كانت 232 نقطة كيفية و > -2: 8 هو 


قرص يق عع حدوده ضمن (1 فإن (2) ۴ موجودة لجميع قسيم 8 الصحيحة الموجية 


والتابع (2) "۴ نظامي في الساحۃ 5 
ملاحظت (1): عندما يوجدر أكثر من نقطة شافة للتابع ؟ ضمن ساحة النظامية © فإننا 


د نقطة واحئة كأن ننشر التابع المستكمل في كسور بسيطة أو حيط 


مبرهظة (6)- متراجحات كوشي: إذا كان/ تابعاً نظامياً في القرص الدائري 
6:72-8۲ مستمرا حتی حدود ۲-|2-8|: ,© وكانت ,ن أمثال سلسلة تايلور 


للتابع؟ حول 8 فإن: 


الإثباءك: من العلاقة يلك 








(64) تطبيقات (مبرهنات القيمة الوسطى: القيم القصوى: ليوفيل): 
وجدنا أن علاقة كوشي التكاملية تعطي قيم التابع النظامي (القايل للمفاضلة 

وقق التحليل المركب) ؟ في نقاط داخلية من السلحة 1 بدلالة قيمه على حدود 5 وهذا 

ما عير التابع القابل للمفاضلة وفق التحليل المركب عن التابع القابل للمفاضاة وفق 

التحليل الحقيقي ونقدم كحالة خاصة التطبيقات التالية: 

مبرهنت (1) -- القيمت الوسطى: إذا كان ؟ تابعاً نظامياً في الساحة 8 فإن قيمته في كل 


نقطة حدودة 0<3 متوسط قيمه على دائرة صغيرة ؟ -| 2-8 |:7 مركزها 8: 


(= | f(a+re" (de 0 


الإثبااک: لدینا قرضاً 2-7 |: کا 02ا ومن علاقة كوشي تنجد 


لکن على + لدينا 2> 0 کہ : ٭ مع و 11٥٥۵0‏ - ئا بالتالي: 
f(arre 2‏ 5 

1 1 ') - پوس‎ | f(a+re")de 

ا 7 2 


مبرکنت (2)- القيمة العظمى: 


f(a)= 


إذا كان تابعاً نظامياً لايطابق الثابت في الساحة 0 ومستمراً حتى الحدود "1 فإن 
|| يأخذ قيمته العظمى على الحدود "1 
الإنبااكث ا أن؟ مستمر فإن القيمة العظمى تتم في نقاط داخلية 85 من 1 أي أن 
8ع" الل مزرج)؟| لفا؟. 

إذا كانت 5ع فإن 2€ ¥ ×= || /ريالتالي c05‏ =£ وإذا م تتطابق E‏ 


مع الساحة © فإنه توج د كقطة حدودية < للمجموگة ر5 بحيث تكون )#رنقطة داخلية 





تايع مستمر ممايعني 


91 يحيث يقع على 7 نقطة حدودية واحلة على 
ل ,2 للمجموعة ۴. عبدئذ 06 >|(,5)2] ومن استمرار ۴ نجد لكل ٠>١‏ يوجد 
ي < ولائ 7,32 يكونز € M-e‏ ]|۴| ولآي 


۷ء ی٦‏ یکون ۸ >| ۴| وحسب مره القيمة الوسطى 


نتيجلت (1) - مبدأ القيمة الصغرى: إذا كان ؟ تابعا تظاميا ليس ثابشا في الساحة 0 


رأحتى الحدود “1 و 0 (5)2 في 2 قإن القيمة الصغرى ل | لايمكن أن تتم إلا 


في نقاط واقعة على الحدود 


البرهان: يكقي تطبيق لومب ا ا ر 


1( 1(0)=0 
فبك [2[ک]٤]|‏ لکل ×× 


بالإضافة لذلك إذا كان |2|- ؟ في لکل داخلیة واحدۃ علی الاقل 1٤32‏ فإن: 





T(2)42| VzeK G 
7 


2) 


7چ تن التابع: 


f(0) 
وحسب المعطإات التابع  تظهي في الحلقة 0>|2|>1 ومستمر في القرص‎ 


البرهنة (2) عليه 


ک۴ لکل ۸/2 


إذا كان | ,< =| (,۴)2| في نقطة داخلية فإن 1غر(,)م| وعندئذ 1| |١)2(‏ 


لكل K2‏ وعندئذ (2) تابم ثابت من الشكل #» بر :“6 -(0)2 ومنه تكون 


(2) صحيحة. 


هنرسلياً: توطئة 


تعني أنه هند نقل قرص الوحدة إلى سباحة (1 واقعة ضمن 
قرص الوحدة 1>« | تحت تأثبر تاب نظامي 0(=0) 2(:۴) ۴= فإن صورة نقطة 2 
قريبة من الميدأ 2-0 هي نقطة ۵ قرلية من البدا 0 -© وإذا كانت أصورة نقطة واحلة 


< تحقق |2 إت | قبن السلجة 0 تتطابق مع قرص الوحابة وهنا يكون 





التظامي ٴ٥‏ ونحصل یذلك على مبدا القيمة العظمى للتوابع التوافقية. من جهة 
ثانية بجا أن نقاط القيم الصغرى للتابع نا هي ذاتها نقاط القيم العظمى للشابع لد 


في ساحة وحيدة الاتصال (1 ويأتذ قيمته العظمى أو 
الصغرى في نقطة ,2 <0 قبن ؛كممه ها في ط۔ 
0 يأخذ التابع التوافقي في ساحة محدودة ووحيلة الاتصال 0 والمستمر في 0 حتى 
حدودها قيمتيه العظمى والصغرى على اغيط "1 


2) إذا كان دا توافقياً و 


u(a) | u(a+r")de:; o<r<R 


البرھان: 
نشکل مراققاً توافقياً ا يحيث يكون التابع 7+ ها =۴ نظامياً في 1 عندئذ يحقق 


(1]2 مبرهنة القيمة الوسطر 


f(a) 2 f(a+re™)de ; o 


بأخذ القسم الحقيقي للطرقين نهد المطلوب. 
عسالة دیرجلیہ: 

نيص المسألة: يطلب إيجاد شابع (08)لاٴمستمر نی ساحة 2 حتی حدودھا ٢‏ 
وتوافقي في[ ويأخذ قيما مغروضة على الحدود ٣‏ 

إن دراسة انه المسالة تعن الإجابة عن سز 
الأول: هل الحل موجود؟ والثاني إذا كان الحل موجوداً فهل يتحدد بطريقة وحيلة بؤساطة 
القيم الحدودية المفروضة”/ 


التوطئة التالية تين وحيانية الحل إذا كانت الساحة 8 عحدودة, 





إن التابع ينا - بلا ها توافقي وبالتالي يأخذ قيمتيه العظمى والصغرى على 


ماهتا يعت آن 0= ن في 2 أو ينا - رنا 


الحل في قرص دائري: لتکن ۸ >||:0 ے ٣:۶١۶‏ عندئذ لکل 05 
ومر أجل التابع النظامي قي ساحة تحتوي 1 يكون: 


من جهة ثانية التا 
* 2 (المقام لاينعدم) بالتاا 


اي 


4 


بجمع (3) مع (4) طوفاً لطرف مجد؛ 





مبرلعنت (3)- ليوقيل البسيطة: )ا كان ؟ تابعاً نظامياً في كل المستوى © وحدوداً قإن 
f(z) const‏ 


الإتطادت: بيا آن ۴ نظامي في كل المكبتوى © فإنه لأي قرص ٤2158‏ یکون 


->| ,ء| وهتا# كبير بقدر كافه ومن أجل ...1,2 >8 
إلى صقر عندما +8 والطإرف الأيسر مستقل عن 8 بالتالي 
j F(z) = const‏ ©. 
نة في المستوى المو/سع © (لاذا؟). 
(74) الشروط الكافية لنظامية تابع: 
رط التي تكقي كي يكون التابع نظامي في ساحقہ 
إن عكس مبرهنة كوشي التكاملية ليس صحيحاً بشكل عام فإذا كان : منحنى مغلق و 


٢۵-0‏ ] قبن التابع ‏ قد لايكون نظامياً ضمن ۲ لكن إضافة شرط الاستمرار على 


1) ددن © تبعدسستسمراً في الَكَلحة الوحيدة الاتصل 2 وكا نكاعرمة؟ ] لكل 


متحت تانر = 0 که یهو تابع نی في 0. 


2) إذا كان ۴ تابعاً مسكمراً في الساحة لغيدودة الوحيدَةالاتصال 0 ومستمراً ختى حدودها 


0 وکان 0> ت٢ ] رگ هو تابع نظي في‎ ٣ 





1- بجا أن التابع 6 مسخور في © و 52-0 [ لكل منحنى مغلق 027 فإن (“۔۶ تابع 


أصلي 17 في 0/إي 6 - ي 1 تابع نظامي في 19 وكون مشتق تابع نظامي هو 
تابع نظامي قإن؟ تابع نظلمي في الساحة 5 
إثبات ا حالة 2) تدریباً 
مبرهنث (2)- فايرشتراوس: 
,1.312 نظامية في الساحة (1 والسلسلة التابعية: 


كانت جميع التوايع 


(2)؟ (8-(2)؟ 
متقاربة بانتظام في كل ساحة جزئية مغلقة واقعة في (1 فإن: 
1) يمكن مكاملة طرفي (1) حداً حداً ضمن (1 
2) المجموع (112 هو تابع نظامي في الساحة 2 
3) يمكن مفاضلة طرفي (1) حداً حداً ضمن 1 عدداً 5 
4) السلاسل النتهة اثناء المكاملة حداً حداً أو المفاضلة حداً حداً متقاربة بانتظام في كل 
ساحة جزئية مغلقة واقعة فی 10 


الإئبات: 





1 f(z) 
r" (a) کی چ رج‎ 


أن اليلسلة متقارية بانتظام على -| 8 ,© فانه یکن تعویض: 


A‏ ہے( 


نطبق العلاقة (2) على التوابع: 


dz y. f(a) 


القتمة7: تلعب لسلسلة التابعية التي حدودها كثيرات حدود: 
0 (2).مرة+)؟ 
رئيسا في التحليل/عندما تكون تلك السلسلة متقاربة في كل ساحة جزئية مغلقة 
من سلحة 1 فإن المجموع (1[2 هو تابع نظامي في 7 حسبٍ مبرهنة فايرشتراوس. الاهم 
هو المسألة المعاكسة. أي مسأل تقريب تابع (1]2 نظامي في حة 0 من متتالية كتيرات 
حدود بحبيث إن هذا التقريب يكوَن منتظماً في كل ساحة جزئي ةين 19. 
لتکن الساحة ؟ تإبع نظامي في (1. يطلب إيجاد كثيرة حدود (7)2 بحيث 
ق الشرط۔ لکل >0 و 2 مجمو/هة بحيث 58 ت 58 يكون: 


a(f(2).p(z))le= sup|f(z2)-p(2)|< 


هذه المسألة تكافئ مسألة إیجاد سللم تابعیة حدودھا کثیرات حدود (۶) .2:0 


تقاربة بانتظام من التابع (8]2 فی كل مجموعة جزئية مغلقة 155 واقعة فی 5 





لكل 832 /يدءا من دليل معين ه و ,5 ال]-2. 
الآن نبني متتالية كإثيرات الحدود (2) ,م بحيث: 
©( ,2 ع/((2)مم.()؟)ة 


وعندثذ السلسلة المنشودة تكونة 


76+ [P...(2)-p,(2)] 0 


في الحقيقة المجموع الجزئي لله السلسلة هو (8.)2 وحسب (6) تكون 
بانتظام من التابع ‏ في 2-8 (5 مجلبوعة تحتوي جميع م55 بدماً من دليل 3) وبالتالي 
ع>(,م,0)7 لكل >0 عتمام 

في الحالة الخاصة الهامة إذا كانت 1 قرصاً دائرياً 1 >| 2-1#: 1 فإن حل ا مسألة 


هو كثيرات حدود تايلور للتابع ؟. 


سلحات وهنا تصح المبرهنة التالية: 
وھنا تصح البر 





مبررهنت (3)- رونغة : 


إفا كان ۴ نظامياً في الساحة الوحيدة الاتصال 0 د 
قإنه لكل 8 >0 يوجد كثيرة حدود م يحيث: 
)9( 


d(f.p)lg <¥‏ 
٢‏ النظامي فی اٹجموعة المغتوحة 0ا (قد لاتكون 7 
مسآلة تریب تابع نظامي من 


ود فی ساحة لیست وحيلة 
الاتصال غير قابلة للحل. 


(8-4) مبرهنة الوحدانية وممدد تابع نظامي إلى تابع نظامي: 


نقدم في هذا البند مبرهنة الوحدانية في التوابع النظامية التي ليست صحيحة 
بالنسبة للتوابع 4 القابلغ للمفاضلة ثم تدرس مسألة تمديد تابع نظامي. 
يمكن التعبير عن مبرهنة/الوحدانية يصيغ علة 


مبرهنت (1)- الوحدانية: 

1) إذا كان ۴ تابعاً نظامياً في السلجة © وكان 0 2)؟ حيث [.2] متتالية من النقاط 
المختلفة مثنى مثنى في (1 بحيث 0- ,11532 فإن 20 ؟ فى السلحة © 
2) إذا کان ۴ تابعاً نظامياً في الساحمٌ 8 وكان 5-0 في مجموعة جزئية :1 من 0 لها نقطة 
تراكم 238 فين 420 في 2 


3) إذا كانم 


5 في مجموعة جزئية 55 من 1 لما 


ابع ؟ نظامي في 1 فإته لكل 138 يكونة 


a)" ; zeK:lz-a|<r,r>0 








هذا اهدف تفرض العكس أي توجد بعض من الأمثل ,© غير معدومة عدا 


۵ ؟ ف جوار موخوذ (5')3 للتقطة 2 ولكن بدءا من دليل معين 8 سوف تقع عناصر 
المنتالية [.2) في هذا الحوار ولأجل تلك النقاط لدينا 0-(,2)؟ وهذا تد 


ن8 نقطة کیقیة من تا فإن 0× 


في 0 


اكم ل 5 فإنه توجد متتالية [,2] من نقاط 12 بحيث 8 > ,7اا 
۴ في ٤‏ فرضاً بالتالي 0-(.2)؟ لكل 8 كحالة خاصة وحسب الميره 


1) يكون 0 


3- بما أن التابع ع--8 نظعي نی ؛ في 6 قبن 0م 
وحسب المبرهن قي (2) يكون #0 1 ويالتالي ع =۴ في الساحة © 
تظهر مبرهنة الوحدانية قرقاً جوهرياً جديداً بين التوابع المركبة النظامية (القابلة 
ساحةا 


ٍن التوابم الحقیقیة القابلة للمفاضلة فإذا کان (×[1 تابعاً حقیق 


المختلفة مثتى مثنى التي كل منها يطابق التابع 6 في ,1 


تعريف (1): يقال إن التابع (2):/ الوحيد القی 


تراکم 038 أو منحنى 18317 


fis 





8 نقطة تراكم ل 15 فإن المدد النظامي ۴ 


المباحة 8 يكون وحیداً 


مال (1): أوجد الممدد النظامي #|لكل من التوايع؟ التالية: 


ار عاے ) *«وه 4) (*).م 
1- التابع؟ مثلا بسلسلة القوى 


(۴)2 هو الممدد النظامي ل؟ من قرص الوحدة 18 

إلى السلحة (1]1© - 8 لأن جميع شروط التعریف (1) عحققة 

2- بنفس الأسلوب نجد أن: *© -()؟ معرف في المجموعة 8-1 وملته هو التابع 
م۰ (ھ) من 8 إلى © وهذا ينسحب على التابعين *605 الذي ممدده 05ء و 
(*),م الني عند (2) ,۴ 


نشير إلى أنه يمكن 


مثال (2): أثيت 
تكلة با أن التابعين ٥52‏ و 2« صحیحان فإن 2-1 *ملو+ج ”وده -8 هو 
تابع صحیح, ولدينة - ج توزو+× توم >۶ نی ا جموعة 5-11 و 0ء۲ ×ظ 


في 1# بالتالي 5-0 في كل © والعلاقة صحيحة 





(94) التكامل المركب التَايع لوسيط: 
تعريف (1): إذا كان )؟ تابع مركب متحوله ي) ووسيطه 2 ولا منحنى فإن 
التكامل المركب التابع للوسيط 
F(5)= fr(z.5)dz‏ 


ابر هنة التالیة متی یکن التکامل ()۴ نظامیاً وکیف حسب (۴')5؟ 


1) إذا كان التابع (.2)؟ مستمراًفی النقطة (,ھ) لکل 737۶ و 0355 حیث 7 
و 1 ساحة وكان نظامياً لكل 192 فإن التابع ()۴ یکون نظایاً 

2 إذا كان التابع (.2)؟ مستمراً في إلنقطة (.2) لكل 122 و يادط حیث ٦‏ 
ا ساحة وكان ؟ إنظامياً في 1 ولنقرض أن التكامل في العلاقة 


كل ساحة جزئيةٌ مغلقة ,15 < تا فإن التابع (7)6 نظامي في (1. 


3) إذا كان التابع (,2)؟ مستمراً في التقطة (,2) لكل 72# و ج82 وكان نظامياً 


فی © ويمكن لأحد طرق 1 أو كلاهما أنأيكون نقطة شافة للتابع ؟ (بالنسبة ل 2#) 
ولنفرض أن التكامل في العلاقة (1) متقلب بانتظام في كل ساحة جزئية مغلقة 


,5 0. عندئذ يكو التابع ‏ نظامياً قي (1 





2 حسب مبرهنة كوشي. بالتالي 0- ۶)5(۵ ] وحسب 
ایکون ()۴ تابع ُظامي في القرص © وكون 8 نقطة كيفية من 19 فإن 18 
تابع نظامي في 0. 
نأتي لإثبات صحة العلاقة (2). إذا كانت 2-2-6 |: ,7 فإنه لكل 136 
حيث >1 هي داخلية ,1 تصح علاقة كوشي العامة: 


فا آ2 


1 ا 1 
تنلل f‏ سے 
(az at‏ | ا ۵ لس 


E 4‏ زه نكر 


النلاحظ أن إمكانية المبادلة بين التكاملين ا 8 ا ناتهة من استمرار التوایع 
المستكملة وكون المنحنيين 7 و ۷ محدودان. 

بنا على هذا يمكن النظر إلى التكامل ني علاقة كوشي التكاملية بمختلف أشكالها 
كتكامل تابع لوسيط (7)2,8 وهنا الوسيط هو 8. 
(10-4) التحويلات التكاملية المركبة الشهيرة - التتمة 8: 
(1-10-4) ساحة النظامية للتحويلات التكاملية: 
تعريفب (1): ليكن (8]1 تابع معرف لكل (*+,0]. تحويل لابلاس للتابع؛ هو 
التكامل التابع لوسيط 2 


L[f(0]=F(z) ( 


إذا كان (:]1 تابع معرفة لكل 34(,-). تحويل قوربيه ل؟ هو 








F[fO]=F(2)= f e“f(Dat 


يعرف التحويل بيتا (8)2.۵ بالعلاقة: 


0<معه , محجمم بعل "*(-1) “7 ] B(zw)=‏ 


إذا كان (1)1 تابع معرف لكل 38(+,0]. تحویل مللین ٢“‏ هو: 
M[f(D]=F(z)= f 'r(at‏ 
حیث هنا 1<0 : 1٤‏ ا وحید القیعة 
في الحالة الخاصة عندما 7 =(۴)۲ ينقلل تحويل مللين إلى تحويل أولر: 


٢)ع(>‎ ] ۳۰۰۷۵۰ : <۵ 


مبرهنث (1): إذا کا 
1 0 تابع مستمر في اٹجال (,0) 


2) یوجد ثابت حقیقي 8136 وثابت موجب ٭ 





۱۶۷(>٠۷۷ : <0‏ 
فن تحويل لايلاس [[1:]5)1 هو تابع تظامي ني نصف المستوى الأيمن: 
(الشكل1» 
Rez> a (8)‏ 
الإتطامك: الحابع المستكمل (۲) ٠*۴‏ قي العلاقة (1) مستمر في التقطة )٠2(‏ لكل 
د(,0) & 2< ونظامي في €= 0 وعندما 8<0 , 86<0+8 لدينة 
ہو ۔۔ لا 


وبما أن التكامل المعتل 4م ] متقارب للاذا؟) فإن التكامل في (1) متقارب 


بانتظام في نصف ۱ ۸٠2<‏ وكون 5 كيقية ل ل 
نظامي في نصف المستوى (7). 
مبرهنث (2): إذا > 
1) ؟ مستمر في (6,ه) 
2) يوجد لوابت موجية ,0.((].ب6. يأو يحيث: 
f(s e" ; <0‏ 
5 ا ::>٥‏ 6۴۳+ ۴)0 
قبن فورییه [(ا)۲] عو تابع نظامي 
الأفقي. (الشكل 2) 


-a<Imz4 (10) 


F(e)=F[fO]= j 4j =F +E الإثباك: لدينة‎ 


حسب المبرهنة (1) يكون التابع 6 [6”6)1 ] - :5 تظامي في نصف المستوى 


ے-<()ء أو ہ-<ت تھا واك.اع ۴)۵ -0(۵۲١)؟“‏ 1 


نظامي ق نصف التوی 6<(ط)ءظ أو >2ھا۔ 





لي التابع 12+ :8-7 أي تحويل قوربيه نظامي في تقاطع نصفي المستويين 
في الشربط (9)۔ 


f()=0 . Itl>T 


و؟ مسعمر فی [7,7-] فإن [(۶]۲)0 ہو تابع صحیح لأن: ٤ل(۲)‏ ۴ء | <[()۶]۶ 


مبرهنت (3) - إذا كاذ 
1 تاب مستمر في (0,0) 
2) يوجد ثوابت ©,8.©,يه بحيث: 


° ;te(0,1 
۱ 000ھ‎ OSE an 
|f(DI S et" ; tefl, +e] 
فبن تحويل مللين [(24]6)0 هو تابع نظامي في‎ 
الشريط الشا‎ 


)12( 20ع >ہ- (اشکل3) 


الإثباك: لدينا 


F(z)=M[f(D]= f + 1 (2)+(ع) 7ھ‎ 


عنما 8:8<0+*-< و 36 [0,1) لدينة 


>|()۰۶] والتکمٰل ؛٥'‏ ئ7۷ متقارب 


(لاذ؟) بالتالي التکامل ؛۵(٤)۳'۲:‏ ] متقارب بانتظام من قیمته (2) ۴ في الساحة 


4+8»- < ع8 لاذا؟ وعليه فإن (2) 5 تابع نظ نصف المستوی »-<z2ءR.‏ 
وعلي ۴ تابع نظامي في وی 








عضسعا 8<0, 0-8 ->2عظ و 1,5(31] لیلد ۶٣ء‏ ک|()۳۳۶| 


التايع 1(96) 16 1 -(5:)2 نظامي في نصف 


>5 نظامي في الشريط (12) 


اننا 


t>1, 8> 0| 

نيد من المبرهنة (3) أن التابع غاما (1)2 نظامي في الشريط 8 > 862 >0 
وكون (] كيفي في (14) فإن (۲)2 هو تابع نظامي في تصف المستوى الاي 
Rez > 0 (5)‏ 

الفقرة (3-10-4) تدرس بالتفصيل التكامل من نحط كوشي ونجد من هي ساحة 

(2-10-4) الممدد النظامي لتحويل تكاملي: 
1) ممند التابع (5:)2. من الواضح أن التابع (1)2 هو الممند النظامي لتابع أولر 
الحقيقي (:)1 من المجموعة (,0) >8 إلى الل 5:۸٠z<0‏ 


نتسامل هل يمك. 


توسيع الساحة 9 يحيث غدة (1)2 إليه؟ 





الإنیقظاک: لسیینا ٣)×+1( >×٣)×(:×<0‏ و 
(17)2هومد (:)] إلى 862<0 أي 
(2)آ - (ا+ج)! أو 
r(2=}r(z+1) ; Rez>o 072‏ 
2 
التابع (1)2+1 تظامي قي االساحة [1,20- ٥, :)۴٠2<‏ لللذا؟). 


بالتائي العلاقة (17) تمثل الممبد النظامي للتابع (1)2 إلى الساحة ,2 
الآن الطرف الأيمن من (17) عمد نظامياً الی: 


D, ={Rez>-2,z#0,-1] 


وتم تمديد (1)2 إلى و2 


عملياً هناك طريقة أخرى. 


مبرهنث (5): يعطى الممند النظامي للتابع (1”)2 بالعلاقةة 


الع 0 


z+n n 


من تصف المستوى 0 ۸٠2<‏ إلى الساحة (16) 


الإلباك: بطريقة تجزيء النحنی التکاملي: لدينا 8+ 8- + ] <۶ 





التابع ی٥‏ صحيح و 5 نظامي قي السلحة 0 ۸٠2<‏ ويتم الطلوب إذا أوجدنا 


تستخدم سلسلة ماك لوران. 


بة بانتظام في [0,1) وضرب الطرفين بالتابع 
'”*862<0(1) لايؤثر في التقارب المنتظم. 
lel 8 Rez‏ ع 5 


كل حد من حدود هه السلسلة هو تابع نظامي في المستوى الموخوة عند 
على الترتيب. بزل هذه النقاط بدوائر صغيرة نصف قطرها م نجد 


075 
الساحة ,0 التي فيها يكون ,262 ; 
التي فيها يكون E ٠١‏ 


والسلسلة متقاربة بانتظام في ,8 
الي مجموعها ,1 تابع نظامي في ,2ا ومنه المطلوب. 
نتيجة (3) : تعطي العلاقة: 


")2(1)( 


)+2 
المند النظامي للتحویل 8 المعرف متدما ۴١<‏ >0 و ده86 >0 إلى كل القيم المركبة 
ل ونه 


2) ممدد تحويل لابلاس. عند تمديد تحويل أولر (1')2 








'بلاس [(6)1]-1 نظامياً إلى القطاع: 


f e‏ فا 


»> مده ,ب دهاع |>0 , 


F(x)=E,(x)= f e™f()dt ; x>0 
وجزء الداا‎ ]Re,0[ ناخذ المنحنى المغلق بن المكونٍ من [,0] و‎ 
(الشكل5). عندئذ من مبرهنة كوشي الأساسية يكون‎ 1, :|5|=۸ : -8 >a > 0 
0- ] ي(ع) كته‎ 


من جانب آخر لدينا ده >| ]> ه,»>| ياهمة | : 4)(|514] ومن اجل 


د 3 لدينا 50> 8- :”26 - ج بالتالي: 


|e fflagl=MR f o"‏ ] ۸×>جة(ج)۶×ء إ 


وعندما 0ه > ۸ يؤول الطرف الا 


و 
ENE‏ 


وعننما تہ <- جد أن العلاقة (23) صحيحة 


على ٤‏ لدینا > م>0: * مم = 





\f(peP)e™dp ;: 0<p<e 


وبمان « > م >0 : 24 > |[*م)م| فين (5,)2 تابع نظقاهي في 


0>(" )56 و ,1 نظي قِ 8562<0 


بوضع: 


0حععھ ; E(z)‏ 
(R(2) : Re(ze*)>o‏ 
وملاحظة آن 0< × ;(×) ۴=(×) ,۴ تمد أن (4)2 تابع نظامي في تقاطع 
الساحتين ۸٠2<0‏ و 0<(* ۸٠)2٨‏ أي في القطاع الزاوي 2+8 > 
وكون >0 كيفي تی ×> 08 فان ۴ عمد نظامياً إلى القطاع 
<argz<2+a‏ = 
بنفس الأسلوب نجد ائه إذا کان 0> 8> »- فإِن ۴ مدد نظامياً إلى القطاع 
س الأسلو؛ + 4 
r‏ 
--a<arg‏ 


نستنتج أن [1]۴ ممدداً نظامياً إلى القطاع (20) 


مظاك (1): ب لايع 0<» ا | =(×)۴ ملد نظامياً إلى المستوى المقطوع 


على طول [0,*>-) 
آعلل: با أن التابع لقطاع >> 250ئ٥‏ | بالماليی 
(۴)۸ يسمح بالتمديد النظامي إلى القطاع » ؟ > >|2عءه| أي إلى الساحة 


.D=C\(-,0] 








(3-10-4): خواص التكامل من نمط كوشي: 


استنتاج خواص تلك التكاملات ونتوقف عند 


۶)5( - 5]۲)([ (24 


تخاصت (1): إذا كان 
منته 0 من الساحات ]12 فإن التكامل في (24) يعرف في كل ساحة من هذه الساحات 
تابعاً نظامیاً 
)25 ,هع : (ع) 5۔(ع)۶ لنا؟ 
والتوابع )۴ بشكل عام مختلفة فيا بيتها فهي بالتالي ليست ممددات نظاميا 


(تليليًَ) لبعضها البعض نی ا حالة العامة 


۱ 
والتابع 2|<1] :5-1 ى بمدداً نظامياً للتابع 0:|2|>1- ,8-5 


وبالعكس 2 ليس ممدداً ل ۴ 


اتخاصت (2): نقطة اللانهاية 2 هي عادية للتكامل من تمط كوشي وبالتحديد فإن: 





وبماأن + محدود قبن 0 *1-دي عندما 0 جه والتقطة 0-0 عادية ل 
(©)6 وبالتحديد 0 -(6)0 2 عادیة للتکامل (23) وقيمته فیھا معدومة 
الخاصت (3): إذا كان 7 غيرحدودٍ (للتبسيط تأخذ 0 7) وكان: 

١5 f(D 


TT (0,0). a>0 (26‏ ۲)۹ لے کا 


F(z) : Imz>o 
F 
(F(z) ; Imz<0 
و ۴ تابع نظامي في التصف اأعلوي و ۴ نظامي في النصف السقلي.‎ 
الخاصت (4): إذا كان (1]1 مستمر في (0,45] وكان:‎ 


]))0٤--ےہ‎ : ۰,۵٥ (28) 
0 


فإن التكامل من غط كوشي: 


)29( 


هو تابع نظامي في الساحة 


G0 


امہ (5): إذا كان ()؟ تابع 


يسمح بالتمديد النظامي على طو 
يتم البرعان بطريقة سحب المنحتى التكأملي (تغيير التحو 


مغلق و ()؟ مستمر على ۲ فإن التكامل من غط كوشي هو تابع 








من القرص 8:21>2 إلى الساحة © 2 


الدينا 2 -/7:1 و (5)2 نظامي ذال ج ومن أجل کل 2>۸ تضع 


والتابع الستکمل نظامي فی الحلقة 
2[<1| ۰ > || >|2| وحسب مُبرهنة كوشية و تا ۳۴ 
لاص (6): إذا كان ()؟ نظامياً في ,الساحة المغلقة ثنائية الاتصال 1 مستمرا حتى 
حدودها ,1ل) ,1 >1 حيث .1 يحتوي ,1 فين العلاقة: 
GD‏ 


تعطي الممدد النظامي للتابع (۴)۶ إلى الساحة ,0 التي هي داخليه ,۲ 
2 


ج نظلي و ولد[ جلو - | جلو 


الإثبااك: التابع المستكمل 
التكامل في الطرف الأيسر يعين تابعاً نظامياً في ,19 والتكامل في الطرف الأيمسن 


(۴)2 بالتالي ,8 »©« : (5)2 - (2) 5 


على امحور الحقيقي 0 


تخاصت (7): إذا كان ()؟ 








ہوگا ٢‏ تدوع 

2i 4 t-z 

يسمح بالتمديد النظامي إلى نصف المستوى: 

Iimz > -a 

ويعطى الممئد (2) ,5 بالعلإقةة 

)1 
00 هدغسة .عن ل ا ھ(ھ)۶ 
2 28 


بهذا نكون قد قدمنا ثلاث طرائق لإنجاز اغدد النظامي لتابع معطى على شكل 
1) طريقة تجزيء المنحنى التكاملي (تحويل1). 
2) طريقة تدوير المنحنى التكاملي (تحويل لابلاس). 


3) طريقة سحب المتحنى التكاملي (التكامل من تمط كوشي). 








ارين حلولة 


تحرين(1): حدد أوسع ساحة نظامیة 10 لكل من التوابع؟ التالية: 


(x-1)-iy 
427 


القروضة كسرية وبالتالي ساحة النظامية هي كل المستوى © 
التقاط التي تعدم المقام ولاتعدم البسط. 

CMr(1+2k)} (2 مہ‎ | 

4 الك 
تمرین(2): اجب عن الأسئلة التالية: 


1) بین ن الثابع [(×2) ¡s1۸‏ + (05)2>yء]‏ 





ن۴ صحيحاً جب أن يتحقق الشرط 0= ۴ لكل ± ويتم ذلك إذا كان 
.a+i§=0‏ 
3) باستخدام شرطي كوشي - ريمان م = b= 1,a‏ و ۴=)1+1(2 و: 
(z2)fi= (u, +iv,)|a, =[2(1+i)z] =‏ 
رين (3): لیکن 0+1۷>؟ تابع نظامي ق الساحة 0 


1) هل +۷ = نظامي قي ؟ 


2) بیّن ان (۴)7 نظامي نی ا 


الحل: 

1) ليس بالضرورة أن يكون ع نظمياً في , فمثلاً من أجل التابع الصحيح f=‏ 
لدينا (/- *»):+بر«2 -ع غير نظامي في أي ساحة. 

2) نفرض أن ,33+ بلا ع (2) 1. 
یتم الطلوب إذا كانت بلا.,۷, ,(,ا).,(,):,(۷,(,,)۷۸) مستمرة وتحقق شرطي 
كوشي ريمان في (1. 

الديئة 


٢)3(>٭)×,۷(+٭)‎ (x.-y)-iv(x,-y) 


> u, (x,y) = u(x, 





تحريت (5): حل مسألة كوشي ذات 
0)+4+ھ) 77ہ ۶(۳-) 
f(0)=1.f'(0)=0‏ 
الحل: 
إن 0 ,< نقطة عادية للمعادالة يكن البحث عن الحل بالشكل 


2 رک >؟ یٹ ۱< ,0.6 نحسب " 


الحدود المتشايهة نحصكل على علاقة تدريجية تعطي ,6.. 
1 
۴۱ حخ(+م) ۶-7 
(2۔۱) 


تمرین (6: ثبت أن 


٣۷‏ باستخدام طریقة مللین 


الح ال 


قریت (7) 


1) أثبت أته إذا کان ۷.۷ تابعان توافقيان في 


الساحة 0ا فإن ۷ل توافقي ي (1. 


افقية ذات الشكل (/إ-) © - 





وإذا کان ۷+ =۴ قن , ونا من أجل ۰۷لا<چ لدینۂ 


ولا 1223202222023+ 


برلا لاج لاه قا + / 


2) نشکل معادلة لابلاس: 
u, =e (xy).(xy)= Yq (xy) , u, = xp’ (xy)‏ 
xy),u,, = xe" (xy)‏ 
ug +, = (y+ <°)" (xy)=0‏ > 
بوضع 1 > لإ» نهد المعادلة التفاضلية: 0 > (97)1(* + * )التي حلها العام هو 
د + ا > )٤(‏ ۶ء وعليه فإن: 
u= (xy) =exy+es; ccs ER‏ 


فيما إذا كان يوجد تابع نظامي 0+1۷ > ؟ > 


1) التابع تا توافقي في [1)0= 0 وبالتالي يوجد تابع ۴ نظامي في 8 


2) التابع ۷ غير توافقي في أية ساحة (1 ولایوجد تابع ۶ نظامي بحیث ۷-1817 








تحريت (9): شكل التابع النظامي 30+ها > ؟ أو “م5 إذا علمت: 
u =e“ (xcosy-ysin y); F(0) =î (1‏ 
u= ax?" y+ xy (‏ 
0=xy;f#0 G‏ 


=(x-y)( +4xy+y7) 4 


3 إذا کان *۵م= ۲ تابع نظامي تي © و ۴۶0 فإن التابع (القرع) 


Inf (z)=Inp+i0=U+iV 


نظامي في 2 ولدينا فرضاً ×= هاا = ۷ نوجد المرافق التوافقي لآ من شرطي 


+4 +٣ (+)۴-×()2×+4( 


2 +×4)(-×)+( ت+ 4۴+ ت× 





ج في نصف المستوى العلوي بين المنحنيين 


- × والني يآحذ القيمة 3على الحدود اليسرى والقيمة 7 


g=A(x?-y)+B=Re(Az +B); A, BeR 
عتما 3=ع و 2= ل × يكون: 4.2+8-3: وعنلما 8-7 و‎ 
۸4+8 =7 ر - × یکون‎ =4 


يحل جملة المعادلتين نجدد 1-( ر - ×) 


قرین (11): اسب ع۵ ] 1 


)١‏ 37, المثلث الني 
۔ اگا ک0 +ا: 


الحالات [1,ف] - رز ثم [0,1]لا[0,ةف] ديو 








7 ا متحنى الليمنسكات ذو الشكل © والني قرعه الأيسر موجه 


ري 1- وقرعه الایین موجه سلباً 1+ 


اخ 
لايمكن تطبيق مبرهنة كوشي في 1) - 3) لأنه قي (1) التابع الستکمل غير نظامي 
وفي (2) التابع غير نظامي؛ و1 غير مغلة, وني (3) المنحئيات 
وتحسب هذه التكاملات بالطرائق التقليدية الواردة في الفصل الثاني: 
,1+ ,1+ 


على [0,2] لدينة 


2) و 3) بنفس أسلوب 1) 


4( 1-4 (لاذا؟) 





ات صحة ما يلي: 
cos (1+ asin t)dt = Ê, a > 0‏ “ 
a‏ 
(1-b +x)‏ 
(1-b? +x?) +4bx‏ = 


(1-b +x? )cos kx + 2bx sin kx 
| سفجش رج‎  - --- >۱ 


(1-b +x?) +4bx 


sin x dx 











= 2i) -2+2(= ۴ )(= 4i 
f'(i)=-2«(2+i), £" (i)=4ri 


كربو (16): لیکن ۴ تابع نظامي ۴| في قرص الوحدة 1 > |2| 


° (o)|s(a+(1 


N=‏ في متراجحات كوشي وتصغير النتيجة لكل قيم 








تحرين (1): حلد 


thz-ctgz (1 


كي يكون التابع التالي تابع صحيحا 
F=(a-B)x+(a+B)y+a+B+y‏ 
2) عین تبط كي يكون التابع التالي صحيحاً واحسب "1 
cosx (chy +ashy) + isin x (chy + bshy)‏ 


تربن(3): لیکن ۴ تابع نظامي قي الساحة 0 أثبت: 


إذا كان 1 نظامي في © فن 51٥٥ء‏ = ۴ في ٥‏ 


ربن (4): 8) حل مسألة كوشي الابتدائية التالية 
|0-۔(۲)0 :۲)2(“۵:۴)0(“۱۔-(-) ۲-7٢۷‏ 
ط) أثبت أن كل حل لمعلالة ماته: 6-0 (2ومءط +ه) +" وكل حل لمعلالة 
2(6ع- 22)-”1 هو تابع صحيح. 


تحرين (5): أثيت أن التابع المعطى بالصيغة التكاملية 





أنه إذا كان كل من ها و ٠‏ تايع تواققي في ساحة 1 فإن "دا + دا توافقي في 8 


لكل 136,2 
ل (لا+ »)عدن 
جد تابع تظامي 10+ه - 1 بحيث: 
v=‏ 
2( "مدن 
تمرین (9): أوجد التابع النظامي 7۷+ = ۴ أو 
f(0)=1+i -1‏ 
qp+rsine , f(1)=e -2‏ 
u-v =e" (cosy-siny) -3‏ 
تحرين (10): شكل التابع التوافقي 8 في 
على الحدود اليسرى والقيمة 4 على الحدود اليمنى. 


قري (11): احسب قيمة التكامل 1 مستخدماً مبرهنة كوشي لكل من: 








رين (12): مستعينا بمبرهنة كوشي. اختر تابع مستكمل (1]2 ومتحني تكاملي لا متاسبين 
"0 05ا 07ات  )۵‏ ۔ وووں ث | 


e“ (asin bT bsin bT)+b 


| يو يمرن يمور‎  BinaT-shbT 


1 وی‎ 
| cosatshbta = 


: حذ 2هنة ؟ و [1(طذ+ة),0 


bcosaTshbT‏ + رتا ت۰ 7ھ ھ2 ے رن cosat ch bi‏ أ 


bsin aTel 


| sinat-shbtdt = 


توجیه: خذ 6052 - 1 و [6(1 


coskxdx‏ ف دين 


>. (1-b? +x? )cos kx + 2xbsin kx 
ا کت ا‎ 


6 
(1-b? +x?) +4bx? 


حیث 0>8>1, 8ء۴ 


| e™ cosaxdx 








0sargzs&, ۴٣ خذ‎ 


ربق (14): احسب بعض التكاملات الحقيقية مستخدماً علاقة كوشي. 


in +3 


تمرین (16) : لیکن ۴ تابع نظامي حدود بالثابت 4 
٥( !M‏ 
عاد : لال ے([م)٣م|‏ 
(R‏ 


-|z 








رين (17): لیکن 8.6 تابعاك صحيحان. حدد أياً من العبارات التالية صحيحاً دوماً 


يم 16+]5 صحيح 4) [ )4 سی 


رين (18): بفرض (8)0 تابع مستمر في [1.2-] و: 
و (2)مول)ع [ f(2)=‏ 


1- أثبت أن ؟ تابع صحيح وأوجد سلسلة ماك - 
بع صحيح 


ائیت آن: ۶:(۵۲)ہكہ(١)۵؛‏ ] =(2) ۳ لكل 2 


- ران لاثبات صحة مبرهئة التابع العكسي 








سلسلة لوران والنقاط الشاذة للتوابع وحيدة القيمة 
Laurent series and Singular points of unique value functions‏ 
درسنا في الفصل الثالث سلاسل القوى ووجدتا أن ساحة تقارب هذا النوج من 
السلاسل التابعية المركية هي قرص دائري مركزه هو مركز السلسلة ويحسب نصف 
قطره ۸ من خلال علاقة كوشي - آدامار ومجموعها (1]2 هو تابع نظابي في قرص 
إذا كان (1]2 تابعاً نظامياً في جوار النقطة 8 فإنه بالإمكان ك 
شکل سلسلة قوی مركزها 8 متقاربة من ؟ في قرص دائري مركزه 8 ونصف قطره * 
يساوي البعد بين النقطة 8 وأقرب نقطة شافة للشابع؟ ؛ وهه السلسلة هي د 


تایلو 


(1-1-5) مفهوم سلسلة لوران وساحة "١‏ 


تعريف (1): سلسلة لوران سلسلة تابعية مركبة من 
ر لوران هي کل بي مركبة من 





.+9(۳-ع)8+..+(8-ع) 0+ 


)0 '(-ع) ے۔ 
مركزها النقطة 0(3 ه) وآستلفا الثوايت اللركية 
يقال إن سلسلة لوران (1) متقاربة في النقطة 2 إذا 

السلسلتين: 


e, +e, (z-a)+..+e, (2-a)" +. کے‎ e,(z-a)" 


وإذا كاذ (2),؟ و (1.)2 هو مجموع السلسلة في (2) و (3) على الترتيب فإن 
مجموع سلسلة لوران في (1) هو: 
r(2)=f,(2)+f,() (4)‏ 

نتسامل عن حل المسألة الأساسية الأولى والتي تتعلق رعية اٹجموعة النقطية التي 
فيها تتقارب سلسلة لوران. 

السلسلة (2) هي سلسلة قوی . بالعالي تکون ساحة تقاربها قرصاً دائرياً 
2-8 وأما السلسلة (3) فإنها ليست سلسلة وى كونها بأسس سالبة لكن 
التحويل: 


لع[ 


2 
2-8 


ينقل هنه السلسلة إلى سلسلة قوى:- 


والسلسلة (6).متقاربة قي.قرص دائري »>| !| وبالتالي السلسلة (3) متقاربة 
في قرص دائري اي 


|2-a|> =r 1 < في الساحة‎ 


2 





قإن ساحة تقارب سلسلة لوران (1) هي تقاطع القرصين الدائريين 5 >| 2-8[ 


و |-2|>+ أي هي الحلقة الدائرية: ى 


D:r<|z-a|<R (8)‏ 
واضح أنه ف كل نقطة 232 تكون إحدى اللسلتين (2) و (3) متباعنة 


بالتالي سلسلة لوران (1) متباعدة خارج الساحة المغلقة 15 أما في نقاط حدود الساحة 8 


احيرا إذا كان ۸ < + فإن السلسلة (1) متباعدة لأنه 
أ إذا کان 1 < ۲ف (1) متباعدة لا کا 


بن القرصين 1 > إهم| و إهت| > . 


إلى الحالات الخاصة التالية للحلقة (8) 


1) عندما 0 -+ و صمب » 8 تأخذ الحلقة (8) (الشكل1) 
D:04z-a|<R (10‏ 
وهو جوار مورد للتقطة 8 


2) عندما 0 =۲ و ”+= ۸ تأعذ (الشکل2) 
الشعل (2) 
(AD)‏ کی 


3) عندما 2+0 و ممد- 8 نبد (الشكل3): 


صج>إه-ع|>ء :مه 


وهو جوار موخوذ لنقطة اللانهاية. 


- الشكل (3) 





4) إذا كانت 8-0 تبد أن سلسلة لوران لها الصورة 


“تيه الت تيه جره 


2 
كيف تحصل على السلسلة (12) من السلسلة (1)؟: 


نأتي الآن للحالة 


وإذا كان (2):؟ و (2) ۴ هو مجموع السلسلتين (14) و (15) على الترتيب فإن 
مجموع سلسلة لوران (13) هو (2) :4+ (2) 5 -(2)؟ 
بمناقشة مماثئلة جد أن سلحة 5 ارب السلسلة (13) لها الشكل: 
D:+0> |z|>R (16‏ 
في كل نقطة 232 تكون اللسلة (13) 
متباعدة أما على الحدود ۴ = |2| فإنها قد تتقارب وقد 
تتباعد ودراسة التقارب هنا تتم 
بملاحظة أن سلسلة لوران هي سلسلة تابعية فإن 


السلسلة (1) أو (13) تكون متقاربة بانتظام في كل 





ساحة جزئية مغلقة واقعة ضمن ساحة تقاربها بمافي ذلك الحلقة الجزئية 

2 > ب8 كه -: | ,> لافا؟ (الشكل4) 

ملاحظات: 

1) شكلياً سلسلة لوران حول 0 = a‏ هي ذاتها سلسلة لوران 
السلسلة في (12) هي ذاتها السلسلة في(13)) 

2) جعلنا انحد ا حر ٥,‏ فی سلسلة لوران (1) حول 8( ) ینتمي لسلسلة القوى 
(2) ذات الأاسس الوجبة بينما ,© ينتمي في سلسلة لوران (13) حول 2-5 
للسلسلة (14) ذات الأسس .وهذا الانتماء أهمية عند دراسة التقاط الشائة. 

3) إذا كانت 3(©+37) نقطة عادية وأخذنا سلسلة لوران حوفا فإن هذه السلسلة 
تتطابق مع سلسلة تایلور حول 8 لان حلقة التقارب تنقلب إلى قرص داشري 
۶ 2-:2| وتختفي أسس 8 - :2 السالبة 

(2-1-5) نشر تابع معطى في سلسلة لوران ضمن حلقة مفروضة: 

نبحث قي هذا البند المسألة الأساسية المعاكسة وهي كيفية نشر تابع ۴ في سلسلة 
لوران ضمن حلقة. 
مبرهنث (1)- لورانة 

إذا كان (1)2 تابعاً نظامياً في الحلقة: 
D:r<|lz-a|<R ; r<R 07‏ 


قإن: 


f(2) 7 )ا‎ a)" 


akp (r<p<R) 





الإثباک : نتعذ الحلقة الجزئية الكيفية المغلقة 


,42-8 :ا بحیٹ 


| ه-ي|: ,1 والداعلیة 


الحلقة (17). عندئد لكل 2 ,2 يكونة (الشكل5). 


الآن ننشر التكامل را 


۲ قي التكامل وا فإن |ه-2|>|ه-ي| (النقطة خا 


5 ٣ 
>1 وبما أن‎ 
2-8 


الحدودة ر٣‏ لكل 2د ,5 





)23 
من (20) و (22) عبد أن: 


f(2)=f +f, =X e, (2-a)" +>, e, (2-a) = 72 e„(z-a)" 


يمكن في عبارتي .© في كل من (21) و(23) أن تلعذ المنحنى 
P,1<pP<R,‏ :۲ عوضا عن ٣١,۲,‏ على الترتيب لماذا؟. أي أن الامثئال ,© 
تعطى بالصيغة التكاملية (19). 


وبما أنه يمكن أخذ 5 قريباً من و ,۸ قريباً من ۸ فإن السلسلة (18) متقاربة 


في الحلقة (17)» ويتعين أمثلها من (19). 
۱ 2 

مثا (1): أوجد سلسلة لوران التابع 
0 مت > (-2)(z+2)‏ 


7 11 000 (1 


أحل: نشير إلى أن التابع ۴ نظامي في الساحات المعطك حيث النقطتين الشلا: 


=(۴)2 في کل من الساحات: 


2-=2 تقعان على الحدود وبالتالي سلسلة لوران موجودة 








الساحة ,0 تتطايق مع سلسلة تايلور حول 
0ا 2 
السلسلة في ,0 فإنها تحتوي أسس 2 السالبة فقط 


(3-1-5) وحدانية النشر في سلسلة لوران وتقدير الأمثال: 


لتابع النظامي (2) قي سلسلة لوران ضمن الحلقة 





علنة للحصول على سلسلة لوران يتم توظيف سلاسل ماك لوران للتوابع الأوا 
الى جانب الطرق 1١‏ الأخرى والمدروسة في الفصل الثالث. 


مبرهنث (3) تقدير الأمثال: إذا كان (1]2 تابعاً نظاميا في الحلقة ,8 >| ه-2 |> ,: 5 فإن 


اح 
2 


aM 
202800 


تعريف (3): سلسلة فوربيه للتابع المركب ممتحول حقيقي (7)6 هي: 
f(o)=> c,e™ (26‏ 
تتمة - العلاقة بين سلسلة فور ييه ولوران 

نقدم العلاقة بين سلسلة لوران وسلسلة فورييه 


إٰذا کان ۶)0 تابع قابل للمكاملة على [0,27]< 8 فإن سلسلة قورييه لهذا التابع 


Z, a,cosnt+b, 


j F(Deosntat 


1 
25 
1 


n=o,l,...5b, =0‏ .لد منہ()۶] ۔ 
2۴ 





j F(De “a, n= 


2" 


والصيغة المركبة لسلسلة فوربيه للتابع (()۲ عي: 


| 


1 


بوضع ۰۴-2 , (2)؟ - ( *»)؟ -(5)1 جد أنها تتعذ الشكل “تيه 


E. 
e, 1 (e )e “d= ا‎ 2 

وعليه قإن سلسلة فورييه المركبة للتابع (:8 هي ملسلة لوران للتابع 
(۴)2(=۴)1 حيث "»-+ على دائرة الوحدة ۱1-[2| 

وبالعكس سلسلة لوران ل (12 على دائرة الوحلة هي سلسلة فورييه ل 
()۶۔(٥)۶‏ علی اغمل [0.28] 

إلى أنه في الحالة العامة وحتى لو كانت سلسلة فوربيه ل 5 متقاربة من ۴ في 

كل [*0,2] فإنه من أجل سلسلة لوران المقابلة قد يكون ۴=1= ۸ أي إن ساحة 


التقارب خالية وضمن شروط قاسية على ۴ نضمن أن تكون الساحة غير خالية. 


تلخص ماسيق يالآتي: 





لیکن ۴ تابعاً نظامياً في الحلقة ,8 +1> اج |> ,2:8 حيث 9< يق,1> ,8 > 
التي تحتوي دائرة الوحدة 1-|ي)|. عندئذ حسب المبرهنة (1) يمكن نشر؟ في سلسلة 


لوران ضمن 10 


22 معد باعي سن 


قي الحالة الخاصة عندما تقع ‏ على دائرة الوحدة يكون *© -# وتحصل على 


سلسلة قورييه (26): 


ات ر2۔(۶)۳>(م)۶ 
وبالعكس إذا کان (و)۴ تابعاً يكتب ل (٥)۶۔(م)۶‏ بحيث إن (ھ)٢‏ تابع 
نظامي في حلقة تحتوي دائرة الوحدة فإن السلسلة (28) هي سلسلة فورييه للتابع (15)0 
(2-5) : سلسلة لوران حول نقطة شاذة: 

درسنا في (1-5) مسألة نشر تابع نظامي معطى ؟ ضمن حلقة مفروضة 
al) D:rq{z-a|<R‏ )1( 

نتابع في هله الفقرة حل المسألة ذاتها إتما النشر حول نقطة شافة للتابع ]. 
(1-2-5) النقطة الشاذة لتابع وحيد القيمة: 
تعريف (1): ليكن (4]2 تابع وحيد القيمة مفروض. يقال إن < 2 نقطة شافة ذات 

طبيعة واحلة للتابع ؟ إذا لم يكن ؟ نظامياً في 4 

تسمى النقطة الشافة 6(2-2 8) معزولة للتابع؟ إذا كان؟ نظامياً في جوار ه 
الموخوذ >| 4-> ٠‏ أي إذا أمكن إحاطة النقطة ٥‏ بدائرة لاتحتوي داخلها أية نقاط 
شائة للتابع 4 سوى هد 


نذكر أن النقطة 2-5 تكون شافة للتابع (12 | 





تسمی النقطة الافة :<2 معزوا ابع (]1 إذا کان نظامياً في جوار 
 -©‏ الموخوذ دده >| 2 /> ۸ أي إذا وجدت دائرة مركزها المبدأ بحيث لا يقع خارجها 
أية نقاط شافة ا٤‏ سوی 

إذا لم تکن النقطة الشافة 8 معزولة نسميها نقطة شافة غیر معزولة ومن الواضح 
أنه كي يوجد نقطة شافة غیر معزولة لتابع ۲ يجب أن يكون عدد النقاط الشافة 
وعندئذ تكون تلك النقطة نقطة تراكم مجموعة النقاط الشائة 
تصنيف النقاط الشاذة المعزولة: 

تبعا لسلوك اُلتابع ؟ قرب نقطة شافة مكرولة فان النقاط الشانة العزولة تقسم إلى 
ثلاثة أنواع: 

لتكن ۵ نقطة شاذةأوعزولة للتابع الوحيد القيةٍ ۴ (يمكن أن تكون = ۵) فإن 
١‏ تتی 
1) شانة قابلة للإصلاح إذا كانكم النهاية (187)2! موجودة ومحدودة. كالتقطة 2-1 


لز 2+1 E‏ ا 
اک 
1+ 
2) قطياً للتايع؟ إذا كانت النهاية (2) ۴زا موج و 
© - (1)2سهظا كالتقطة 1+ - 2 لايع 2 
| (ا+2) 


(2) دم 


3) شافة أساسية للتابع ؟ إذا كانت النهاية (2)؟ثتنفا غير موجودة (لامحدودة ولاغير 


1 
محدودة) كالتقطة 0 > 2 لكل من التوابع 6052 , 
8 چا 


لكل من التوابع *2,6 052,58 لآن التهاية تتعلق بللسار. 


مثا (1): حدّد نوع النقاط الشافة في المستوى الموسم © لكل من التوابع 6 ال 





فإن 3- ,2 قابلة للإصلاح. 


2+9 
lim ب‎ 
3 7 )2-3( 


أما النقطة 0= رح فإنها قطب لأن = 


لنلاحظ أن z=»‏ تقطة عادية لهذا التابع لان 0- (6)؟ 
2) النقطة الشائة المعزولة الوحيدة هي 1 > 2 وهي شائة أساسبية لأن النهاية ۴ء جوا 


غير موجودة 


: 1 5 
3) النقاط الشافة هذا التابع هلي جذور المعلدلة 0- - ده أي 2 حيث 231 


xk ڈ5‎ 


1 کی : 
وبا أن ١ه‏ = ج مال فم هنه النقاط من نوع أقطلاب ولک نقطة التراكم 
‘sin‏ 
2 


للمجموعة غير المنتهية [وم] هي 0- .1512| وبالتبالي فين 0 - م2 شافة غير 
لاحظ أن كل جوار للنقطة 2/0 يحتوي نقاطاً شافة أخرى. مثل هندسي. 
في التابطين 2) و 3) ؟. 
2) نشر تابع مفروض في سلسلة لوران حول نقطة شاذة: 
تجیب المبرهنة التالية عن الجزء المتيقي من التساؤل المطروح في بدایة ال 
مهن (1) - لوران: إذا كان؟ تابعاً نظامياً في الجوار الموخوذ (الحلقة) 


K:0<|z-a|<r 0) 





f(2)=Ê e (z-a)" ; zeK 


حيث الأمثال ٠,‏ تعطى بالعلاقة (19) في (1-5) و فيها هنا: + >م>0 
الإثبااك: ينتج مباشرة من المبرهنة (1) في الفقرة (1-5) كحالة خاصة. 
مبرهنت (2)- لوران: إذا كان؟ تابعاً نظامياً في الجوار الموخوذ للتقطة © : 
K:R {z|<+o 0‏ 


فإن: 


عه 2(<7)) 


”(-ع) ,ن+.+(و-ھ)ن]:+)ے: 


(4) حول النقطة ٭<2 ھو القسم ذو 








واضح أنه إذا ٤)2(.5)2(‏ ہو جموع السلسلة (5) و (6) علی التر تیب 
فين (1:)2+(5,)2-(5)2 هو مجموع اللسلة (2) في الحلقة (1). 

بالشل إذا كان ,۴ و ر؟ هو مجموع السلسلة (7) و (8) على الترتيب فإن 
=٤ +١‏ ۲ هو مجموع السلسلة (4) في الحلقة (3). 

لاحظ أننا رمزنا في الحالتين للقسم الرئيس ب 6 
نتيجث (1): القسم الرئيس من سلسلة لوران ,1 حول نقطة شائة 8 لتابع مفروض 6 
(يكن أن تكون = ۵) هو مجموع تلك الحدود والتي لأجله كل حد يؤول إلى 
اللاتھایة عندما ةج 2 وهذا يمثل تابعا (2) ۴ نظامياً في كل المستوى باستفناء 


النقطة 8 أما القسم العادي ؟ فإنه حاصل طرح القسم الرئيس 8 من التابع 
الدروس؟ 
f,(z2)=f(z)-f(z) 90‏ 


ثل تابعاً تظامياً في النقطة «. 


ملاخظث (1): السبب في تسمية القسم الرئيس بهذا الاسم هو أنه يجدد نوع النقطة 


الشاثة 2 التي ننشر التابع ) حوفا 
مثال (2): أوجد سلسلة لوران للتابع (2) ,7> (2)؟ حول كل من النقاط 1.2.0 
ل نفرض 8 قري + تين - (1)2 

بما أن التابع (112 نظامي في النقطة 0 > 2 فين سلسلة لوران حول هذه النقطة هي 
ذاتها سلسلة ماك 


+...=P, (2)‏ "02+ .+.. + +ہ۔>(ھ) ۶ھ(ع)۲ 





ه-(2)؟ والعادي هو (۴,)2(=۴,)2 


؟,)2(=٥, والقسم العاحي هو‎ ])2(=, )z(-, 


* نقطة عادیة للتابع (2) ,۶ وسلسلة لوران حول هذه النقطا 


تها سلسلة تايلو 


"[1+( ع] +.+[1+(-2)]ہ+[1+(1-ع)] >(ھ)۶ 


وباستخدام مفكوك ثنائی ا حد لنیوتن مجد الطلوب, 
مثال (3): أوجد سلسلة لو 26 - (2)؟ حول النقطة 2<0 
سلسلة لورات حول 2-50 محدداً القسم الرئيس في كل حالة. 


لكل: إن 2-0 نقطة شاذة أساسية للتابع ؟ ولكل << [01]0 2 6! لدينا 


'ھ(ھ) 
7< 


f, (2)=f(z2)-f,(z 





أكل: التقطة 2-1 شائة أساسية للتابع المعطى؟ ولكل 32 [1-]1 16-0 يكونة 


(۱+ع) 
3 
1+ 


1 
ووه 1ومه - 
z+1‏ 


1 )ہی 


(O)‏ اوہ 


رنلگا : 
(2n+1)!‏ 07 ا+ع) !(20) > 


(2+1) 


هتا ٠, = ٥51‏ هو القسم العادي والبقية يشل القسم الرئيس. 


مثال (5): أوجد القسم الرئيس من سلسلة لوران لكل من التوابع ۴ التالية حول النقطة 


1) بنشر 2 في سلسلة لوران حول 1- 
1+(1+ع)2- '(۱+ع)۔ '[1-(1+ 
يضرب هذه السلسلة المنتهية بالسلسلة ١ل‏ 
السالبة تجد القسم الرئيس. 
2) لدينة 


5)2(- 7 
z+ 

لكن التابع (2)ع نظامي في النقطة = 2 وسلسلة لوران هي سلسلة تايلور وها 
الشكل: 





التالی الق 
بالتالي القسم 


3) بإجراء القسمة العادية للبسط على 
(2)ع+ -(2)؟ 
حیث (۶)ع هو باقي القسمة ويمثل تابعاً نظامياً في النقطة ©*-2 وعليه فإن 
القسم الرئيس هو *2 - (2),؟ 
بشكل عام إذا كان «<م : 2 (2)؟ فين القسم الرئيس هو الجزء 
۹ 


الصحيح من ناتج قسمة البسط ,8 علی القام ۹ بدون الد ا حر ماذا؟ 


(3-5) أصفار تابع نظامي: 


ندرس في هذه الف 
وهو الأصفار لارتباطه ال 
تعريف (1): يقال إن النقطة ه 
(2)؟ إذا کان ۴ تظامياً و 
مرتبة أو درجة الصفر 2-2 للتابع 6 هي مرتية أول مشتق غير معدوم للتابع ؟ 
الصفر 8 للتابع؟ من المرتبة 5 إذا كان: 
f(a)=f'(a)= (a)‏ 
في الحالة 1 83 نسمي 4 صقراً بسیط 
مبرهنت (1): 
1) تكون النقطة 8( 8) صغراً من المرتية د للتايع؟ | إذا كان التابع ؟ 
یکتب قرب 8 بالشكل: 
f(z)=(z-a)” h(z) 0‏ 


نظامي لاينعدم في 2 





2) تكون التقطة مه صقراً من المرتية 0 للتابع 7 اذا وفقط اذا كان التابع يكتب قرب 
© بالشكلة 

)۵ (م ۲<2*.۷ 
حیث (ع) ۷ تايع نظامي لاينعدم ي نقطة اللانهاية ه. 

إثبات (1): 

الزوم الشرطة بما أن 2 صفراً ل؟ فين؟ تابع نظامي في و 0-(8)؟- ,» وينشر ؟ في 


سلسلة بقوى (ه-2) بالشكل *(ه-#) ,© ٢)2(>2'‏ حيث 


0 
7 


أن 8 صفراً مز 88 فإنه من (1) تجد أن 0- 


f(2)=X ¢, (z-a)" =e, (z-a)" +e, (z-a)"" + 


a)" [en +e, (z-a)+ 
السلسلة ...+(ھ-ھ) رمہ+مت<>(ع)ط ابعاً نظامياً غير معدوم في النقطة‎ 
د لأن #0 <(۵) 8 قرضاً والعلاقة (2) صحیحق‎ 
كفاية الشرط: إذا كان التابع ؛ يكتب بالشكل (2) حيث (2)! تابع نظامي غير معدوم في‎ 
1: )8( > النقطة 8 فين (2)ط ينشر حول 8 في سلسلة قوى حدها الحر غير معدوم 0 م‎ 
أ‎ 


+(9-ع) ریہ +ےہ>(ع)ط 


f(2)=(z-a)" [e +e. (2-a)+...] 
=o, (z-a)” +e, (2-a) 


وهذه تعني أن 2-2 هي صفر من المرتبة 5 للتابع 6. 





لزوم الشرط: إذا كانت التقطة 2-6 صفراً من ال 


فیھاو ۵ >(ع)٢‏ 


۷ )2( 


(ع)۷ شابع نظامي غير معدوم عند 2-06 لان 


1) تكون النقطة 8 5(2 * 8) صفراً من المرتبة 50 للتابع ؟ إذا وفقط إِذا تحققت قرب 
8 الصيغة التقريبية. 
B(z-a)" ; B#0 @‏ >(2)؟ 
2) تكون 0= صقراً من المرتبة 0 للتابع6 إذا 
التقر 
® 
البرهان: ينتج مباشرة من العلاقتين (2) و (3). 
ملاحظت (1): يمكن اعتماد الصيغة (4) أو (5) كتعريف لمرتبة الصفر. 
يقال إن الصفر 82(8) من افرتیة ٥8‏ للتابع ؟ إذا تحققت (4). 


ويقال إن الصفر ٥ہ‏ هومن الرتبة تہ ل۴ 





فتيجت (2): إذا كانت النقطة ه صفراً من المرتبة 10 للتابع ع فإنها تكون صفراً من المرتبة 


(2)؟ حیث 221 عدد صحیح ماذا؟ 


المستوى © وحدد مرتبة كل صفر. 


)2+۱(' 


و کر فا 
2 نقطة تراکم جموعة الأصفار 

5 5 لها 
کا 


بوضع حع غبد اہ (ج)ء (۴)2 ربا ان 0= صفر بسيط للتابع ۾ فإن 


2 ضفر بسيط للتابع ۴ ويتتج ذلك أيضاً من الصيغة التقريبية: 


٠‏ 26+1(6)- يه وهي 
لان 0+ ي./ (1+ ») وحسب التيجة (2) تكون ,2 اصفار 
من المرتبة الثالثة للتابع المعطى. 
لنلاحظ أن النقطة 2-5 ليست عادية يل شافة أساسية للتابع ؟ لماذا؟. 
3) أصقار هذا التابع هي النقاط ال تعدم البسط ولا تعدم المقام وبما أن 0 ع فإن 


هذه الأصفار هي جتور العلدلة 0= 1+ ج 


أصفار من المرتبة السادسة للتايع ‏ 





(۴)2 فين >2 صفر من الرتبة الرابعة 


لية إلى أن أصغار تابع نظامي هي نقاط معزولة وبالتحديد يكون: 
مبردهنت (2): إذا كان ؟ تابعاً تظامياً في التقطة 8و 0-(8)؟ فإنه إما 0-(2)؟ في 


أصقار للتابع ؟ سوى 8 ذاتهد 


٢-2 ٥ء )2-٤(”‏ معدومة وعندئذ 


الشاتي يوجد علد صحیح > ! لأجله يكون 0 ىه , 0- ريع 


وعندثذ تکون 8 (5 * ) صفراً من المرتبة ‏ للتابع ؟ و يكتب ۴ حسب البرھنۃ (1) 
بالشكل (#2)ط "(2-2)- (2)؟ حيث (0)2 تابع نظامي غير معدوم في 8 لكن بما أن 
(5)2 تابع نظامي و 0 (2)2 فين (2)< تابع مستمر في 2 و 1)2(#0 في جوار 8 هذا 
يعني أنه يوجد جوار للنقطة 8 لا 


اترك الحالة عندما 8-0 تدریباً 


(4-5) العلاقة بين سلسلة لوران والنقاط الشاذة: 


ابع الوحيد القيمة 4 حول النقطة الشافة 


النقطة الشلثة نستطيع معرفة علد حدود القسم 
'نواع الثلائة للتقاط الشائق 
(1-4-5) النقطة الشاذة القابلة للإصلاح: 
لتكن 2-8 نقطة شاقة معزولة للتابع 6 
مبرهنث (1): تكون 2 قابلة للإصلاح للتابع؟ إذا وفقط إذا كان القسم الرئيس من 


سلسلة لورات للتابع حول 8 معدوماً (غير موجود). 





إثبات لزوم الشرط: بما أن 2 قابلة للإصلاح للتابع؟ فإن 6 - (9*)2اذا حيث 4 ثابت 


5 هو تابع نظامي ودود في جوار موخوذ للنقطة 8 أي يوجد ثابت 
موجب 0>14 بحيث: 


|[f(ISM ; zeK:04{z-afkr 


هذا يعني أن القسم الرئيس من سلسلة لوران ل؟ حول 8 غير موجود 

إثبات كفاءة الشرط: بما أن القسم الرئيس غير موجود فإن ...+(2-4) +٠,‏ يغ - (6)7 

وهنه السلسلة متقاربة في احلقة (1) وني ذات الوقت هي سلسلة قوى تابلورية: بالتالي 
س 2-4|>۴| ولدينا النهاية ,6= (2) ۴ 131 موجودة ومحدودة. 

وعليه فإن التقطة الشافة المعز من توع قابلة للإصلاح 

وعليه فإن | زولة 8 هي من توع قابلة للإصلاح. 

نقیجت (1): تكون النقطة الشافة المعزولة 8 من نوع قابلة للإصلاح للتابع؛ إذا وفقط 

إذا كان التابع ؟ نظامياً وحدودا في جوار موخوذ هذه النقطة لماذا؟. 


ملاحظة (1) ية 


النقطة القابلة للإصلاح بهذا الإسم 
هو أنه بالإمكان التخلص من شذوذها (الضعيف) أو ردها إلى نقطة عادية وذلك بتمديد 


تعريف التابع ؟ إلیها بوضع )z(= ٥,‏ ۴ نا= (۴)۵ وأخذ: 


2 





1) إن 2-0 نقطة شاتة معزولة وهي قابلة للإصلا. 


---20 


١ڈعاو‎ ۶)ہ(<انج٤)2(‎ 


2) النق 


2-0 شائة من نوع قابلة للإصلاح 


و کس یس رہ ںہ 1 
کس 3 lim) ctez = lim‏ 
:20092+ ماد zsinz‏ 2 : 


| ھجت ہہ تھا یسب 
جک lim‏ 
20082- روم یمم صر 





بالتالي (2)ع - - - مه - (7)2 تابع نظامي في النقطة 0 - #: 
ما هو نوع النقطة0 =2 بالنسبة لكل من 2 جات و 1/2 وماذا ت 
(2-4-5) القطب: 
لتكن 2 - نقطة شاة معزولة للتابع ؟ 
مبرهنت (2) 
1) تكون النقطة ه (م * 2) قطياً للتابع7 إذا وققط إذا كانة 
0 (#)س." (ه-م)- ()؟ 
ث (2) ب تابع نظامي لايتعدم قي النقطة ۵ و 1< ٥1‏ عدد صحیح, 
2) تكون النقطة 0ه =2 قطباً للتابع ۴ إذا وفقط إذا كانة 
f(z)=2"h(z) 6)‏ 
حيث (2) تابع نظامي لاينعدم في النقطة 8 و ۳21 عدد صحیح, 
إثباك 1): 
الزوم الشرط: بما أن 2 قطب للتابع ۴ فإن؟ تابع نظامي في جوار موخوذ ل 8 و 
زا بالتالي يوجد ۲> ٥‏ بحیٹۂ 


If(D|>1 ; zeK:o4z-afer 


من المتراجحة في (6) نهد 0 * (2)؟ في ٠‏ وعندها يكون دع تابع نظامي 


شاثة قابلة للإصلاح ل # حسب النتيجة (1) 


1 1 
م بهذا - (د)ع يصيح التابع ع نظاميا في القرص 6 2-8| والنقطة 


نان: (ع)ط ”(۴-0)>(ع)ء 





(ھ) ۔ ”(و- 1 f(z)‏ 
(2)ع 


1 ا 
1/4 تابع نظامي لاينعدم في ه | 0 - - (3) 
۾ = ۷ تايع تظامي لايتعدم قي ه | #0 سيم - (10)8 


كفاية الشرط: با آن ۴ يكتب بالشكل (4) و (۷)2 تابع نظامي غیر معدوم قي 8 فين ؟ 
تابع نظامي نی جوار موخوڈ ل 4 و 0 (1197)2! وهذه تعني أن 2 قطب للتابع 1 
إثبات 2) 
لزوم الشرط: ما أن 0-* قطب ل فإنه بنفس الأسلوبٍ نجد أن 2-0 هي صفر 
اللتابع : -ع ويكون (),بد*”*-(2)ع حيث ۷ تابع نظامي غير معدوم في النقطة 
ده وافترضنا ۳ هي مرتبة الصفر ده ل ج ومنه غجد أن العلاقة (5) صحيحة. 

اترك کقایة الشرط تدریباً 
نيجت هامت (2): 
1) تكون النقطة الشافة المعزولة 8 (مه ابع ٢‏ إذا وفقط إذا تحفقت الصيغة 

التقريبية التالية قرب 8 

f(2) 2 A(z-a)” : ۸٥ 0‏ 
2) تكون النقطة الشافة المعزولة 0 قطباً للتابع ؟ إذا وفقط إذا كان: 
)8( معه ; f(z) = Bz‏ 
البرهان: يج ن هنة (2) أو من(4) و (5). 
ملاحظت (2): يمكن اعتماد الصيغة (7) كتعريف لمرتبة القطب 8 (© 2) والصيغة 
(8) كتعريف لمرتية القطب 2-0 

بمقارتة هذه التتيجة مع النتيجة الحامة (1) في اليند ( 


التالية بين الآصفار والأقطاب للتابع (1]2 : 





تكون النقطة 8 قطباًمن المرتبة 8 للتابع (162 إذا وفقط إذا كانت صغفراً من 


1 
Ko 


المرتبة 38 للتابع 
مبرکنث (3): لتكن ‏ (0* ) نقطة شافة معزولة للتابع ؟. تكون 8 قطباً من المرتبة 
0 للتابع؟ إذا وفقط إذا كان عدد حدود القسم الرئيس من سلسلة لورات للتابع ‏ 
حول 8 منته وأكير أسسه السالبة هو 28- (أعلى آس في المقام يساوي 0ه ) 

الإثيات: 

لزوم الشرط: التفرض أن (2+50) قطب من المرتبة 8 ل6. عندها يكون: 

f(z2)=(z-a) ".w(z) 
.2 حيث (1/)2 تابع نظامي غير معدوم في‎ 


لكن حول 8 لدیتا 
+(ه-ج) نج,ء+ لكي 
2-8 
القسم الرئيس من سللة لوران السا 
وعدد حدودہ مثته وأكير أسسه السالبة هو - 


كفاية الشرط: من سلسلة لوران للحابع ؟ حول ة السابقة نجد أن الصيغة (7) عققة 


وبالتالي فإِن ٥‏ قطب من المرتبة م للتا, 





1-052 


(اے) 


۶ وکا ان پج اصسغار بسيطة للتابع 


= ع فإنها أقطاب بسيطة للتابع 6-١‏ 


کس 
وبماأن 0= ى صا فين 0 > 2 نقطة شائة غير معز 


بالنسية للنقطة 2-6 لدينة 


وھذا یعنی أن النقطة ©- 2 هي قطب يسيط للتابع 6. 


2) النقطة 0 > 2 قطب يسيط لأن كل مسن اليسط 1-6052-(8)2 والمقام 


(1- ©) -(4)2 تابع نظامي نی جوار الصقر وعندما 0+-< یکوٹ: 


النقطة =2 شافة غير معزولة لأنها نقطة تراكم مجموعة الأقطاب 


lim 





هو أسس 2 الموجية: أي 8,2+...+ "3,2 ويما أن عدد 


حدود هذا القسم منته وأكبر آسسه الموجية هو 0(8 ,8) فإن 6 


ماهو توع النقطة ته بالنسية للتابع المفروض؟ 
(3-4-5) النقطة الشاذة الأساسية: 
لتکن ٥‏ نقطة شافة معزولة للتابع ۴. 


مبرهنت (5): تكون النقطة 8 شلئة أساسية للتابع ؟ إذا وفقط إذا كان علد حدود القسم 


للتابع ؟ حول 3 غير منته. 


لنفرض العكس وعندئذ نيز احتمالين: الأول 
.ئيس من سلسلة لوران غير موجود وعندئذ 3 يجب أن تكون قابلة 
للإصلاح؛ وهذا تناقض. والاحتمال الثاني هو أن يكون عدد حدود القسم الرئيس متته 
وعندئق يجب أن تكون 8 قطب وهذا تناقض ایض 
اترك إثبات کقایة الشرط تدریباً 


مثال (3): أعط توايع لأجلها تكون التقطة 1 >2 شلذة أساسية وعلل السبب. 


ألكل: النقطة 1 شافة أساسیة للتابع لآن سلسلة لوران هذا التابع حوها هي 


> وعدد حدود القسم الرئيس من هثه السلسلة (أسس (1-ي) 





iî chz,shz,cosz,sin 2,e” 


التوابع (أسس = الموجبة) غير متته 


تصنف المبرهنتان التاليتان سلوك تابع ۴ قرب نقطة شافة أساسیة 


مبرهنث (6)- سوخوتسكي: لتكن 3 نقطة شافة أساسية للتابع ؟ عندئقة 
1) لكل عدد مركب ۸ توجد متالیة نقاط [<) متقاربة من ۵ يث 
6 ۸-(ع)۶ ون 


© من أجل 8-0 توجد متالية نقاط [-2) 


اربة من ۵ بحیٹ: 
)10( مدل)؟ سار 
الإٹباک: 
1) با آن ۶ج۸ فإنه يتم المطلوب إذا أثبتنا صحة الشرط: 

Ve >0, V> 03z, ; 0<|z, -a| <8> [f(z )-A|<e 
1 
n 


8 





ابع مم - (2)ع نجد أنه عنها ,8>| ه-|04 يكون 


1 
>|(8)2| ولكن بما أن 2 شاتة معزولة ل؟ فإنها شانة معزولة لج ( 0 ()ع في 
8 . 


الحلقة ,8>|-0>2) وبالتالي 2 هي نقطة قابلة للإصلاح له و 8- (2)ع نا 


1 
حب +4 - (2)/ في الحلقة ,8 >| 02-2 بالعالي 


النهاية (1)2 1187 موجودة (حدودة عندما 80 وغير محدودة عنلما 8-0 ) وه 
انقطة قابلة للإصلاح أو قطب للتابع ٢‏ وهذا تناقض مع كون النقطة 8 شائة أساسية. 
2) التابع 6 غير محدود في أي 


للإصلاح. إذن لدينه 


مثال (5): طبق مبرهنة سوخوتسكي على التابع * 

مبرهدة (7) - بيكار: لتكن 8 نقطة شاقة أساسية للتابع 7. عتدئذ يأنعذ || 

قيمة مركية 4 باستثناه قيمة واحدة على الأكثر. 
بتعبير أدق للمعلالة 0-.4-(7)2 عدد غير منته من الحلول بالنسبة ل # 
لكل قيمة مركية مثيتة ب باستثناء - احتمالاً - قيمة واحدة على الأكثر. 
نرك الاثبات تدریبا. 


تعريف (1): القيمة الاستثنائية أو البيكارية للتابع 8 هي ذلك العدد .۸ الني لأجله 


لا تکون المعادلة 





مثال (6) : طبق مبرعنة بیکار بن التا 
f(2)=sinz © f(z2)=e 0‏ 


الاستثتائية قي حال وجودها. 


1) إن 2-0 نقطة لأي قيمة 4 باستثناء 0= "۸ للمعادلة 


z, = In| A|+i (ArgA+2rk) 


قي كل جوار للنقطة z=‏ لدينا علد غير متته من التقاط (الحلول) ,2 


ابع “© القيمة ۸ والقيمة الاستننائية هي 0- ,لم (0م 6 


2) =< شلة أساسية للتابع ثتناة ولأي قيم ةم بدو 


8182-8-0 عدداً لانهائياً من الحلول تعطى بالعلاقة 


(10) 


قبن التقطة 3 إما عادية أو قطب للتابع 7 وبالتحديد فإئة 


1 - إذا کان 8)2(*0 قبن 7 تابع نظامي قي + له 





كان 0-() "اع -.. -(2)ع-()ع ع 0*(ه) ”ع أي أن ه صفر من 
المرتبة 1 للتابع ع وكان 0خ (2)؟ فين 2 هي قطب من المرتبة د للتابع "1 في (10). 
1 - إذا كان )a(=0‏ ۴= -(2)'؛-(2)؟ ع مغ (ه) "1 أيه صغر من 
المرتبة « للبسط ؟ وكان 0-(0) "اع -.. - (8')0- (ه)ع و 0ع (ة) لاع 
اله صفر من الدرجة ” للمقام ع) قإن: 
*) 2 نقطة عادية للتابع 8 عندما 0< 8 
*) 8 قطب من المرتبة «-80 للتابع ۴ عندما 58 > 8 
على سبيل المثال جيع النقاط الشاتة للتابع تتع! > في المستوى © هي أقطاب 
r‏ 


بسيطة 6+ - والنقاط الشاة للتابع عچاء = ۴ هي الأقطاب البسيطة 216 - ,2. 


يلخص المخطط التالي مناقشتنا السا 


=۴ عادية ل؟ وج) 
0 
(۵٥‏ 0 > (8)8 من المرتبة 18 


ا a‏ 
1 رت 


8 عادیة ل۔ 7 8 قطب من الرتیة 8ھ 
2) التابع الكسري العادي (حالة خاصة من 1): 
ليكن التابع الكسري العادي: 





2) 


,۴ و ٩.‏ . عتدئذ جذور المعادلة )z(=0‏ ى 
للتابع (8)2 في (11) ولاتوجد نقاط شافة محدودة أخرى لهذا التابع في © أما 
في © فإن النقطة 7-0 تكون: 


أ - قطب من المرتية «م-ه للتايع (8)2 عندما 0< م 


ب - عادية للتابع (۴)2 عندما ” ك« انظر المخطط التالي: 


سكم 


| 


ب قطب من المرتبة ۴-١‏ 2 عادية © قطب من المرتبة ده 0ه عادية 


3) مقلوب تابع: لتكن 8 نقطة شافة أساسية للتابع؟ ولتأنحذ التابع: 


(2) 


عندئذ تكون 8 شافة أساسية أو شاتة غير معزولة للتابع ۴ في (12) وبالتحديد فإن: 


8 شافة أساسیة ل ۴ إذا كان ۴)z(#0‏ في جوار موخوذ ل ھ كالنقطة 0= 2 بالسبة 


كالتقطة =2 بالنسية 





دم اله شائة أساسية ل) 


0-(,2) حول ۾ 


1 


شائة أساسية ل 1 .2 أقطاب ل ۴ 8 شائة غير معز 


4) ٭ قطب : إذا كانت 8 قطبا للتابع 6 فإنها تكون شاقة أساسية لكل من التواببع 5 
التالية: كب مومه 


مثال (7): أوجد النقاط الشافة في المستوى الموسع © لكل من التابعي 


لنتيجة فإن اقطاب التابع ۴ 


,2 هي أقطاب من الرتبة الثائیة 


> .2 هنذا » أما بالنسبة للنقطة هدج 





1) مبرهنة ليوفيل العامة: 

كنا عرفنا التابع الصحيح بأنه التابع النظامي في كل المستوي المركب © ووجدنا 
أن سلسلة تايلور للتابع الصحيح حول أي نقطة 8 (20) متقاربة قی كل © وهي 
ذاتها سلسلة لوران ل؟ حول النقطة 2-0 والنقطة الشافة الوحيدة الممكنة للتابع 


الصحيح 


نيح في المستوى الموسع ©هي نقطة اللانهاية © فإذا كانت 2-8 قطباً من 


المرتبة ه فإن (2) ,8 -(6)2 ود من الدرجة ‏ ما إذا كانت 0ه=2 شا 


أساسية للتابع الصحيح ؟ فإننا نسمي؟ تابعاً صحيحاً متسامياً كال بع ”2,8 cos2,5in‏ 


أخيراً إذا كانت =١‏ 2 عادية للتابع الصحيح ؟ فبن +كدمه - رغ > (6)2 


الإثباك: باستخدام متراجحات كوشي والمتراجحات في (1) جد أنه عندما ,۴ < ۸ 





هو كثيرة حدود درجتها ليست أكبر من 8 


(الدرجة هي 0 عتنما 0 © وهي أصغر من 1 عثلما 0 ,ع ). 


نتيج (1): إذا کان التابع الصحیح؟ مدوباً نی کل المستوى © أي 14 >|(2)| لكل 2 


i‏ عممه د (2)؟ 
البركان: يكفي وضع 0 >« في المبرهنة ال 
(2-5-5) المبرهنة الأساسية في الجبر: 

بالاعتماد على مبرهنة لیوفیل نثیت صحة البرهنة الشھیرۃ فی ا بر 
مبرهنة (2): لكل كثيرة حدود مركبة +...+٥,‏ "6,2 =(2) ,۴ صفر واحد على الاقل 
حيث 150 و20 

هذا يكافئ : لکل کثیرۃ حدود مرکبة من الدرجة 0 أصفاراً عندھا 8 (مع مراعاة 
تكرار الأصفار المضاعفة). 


الإثباك: تفرض العكس, أي لاتوجد لكثيرة الحدود ,7 أية أصغار عندئذ التابع 


وحسب التتيجة السايقة قإن ٥05‏ =(z)ع‏ وهنا تتاقض لأن >1 
إذن يوجد صفر واحد,ة على الأقل لكثيرة الحدود ويتقسيم ,8 على (,2-2) 
حدود (*) ,.. من الدرجة (8-1) وحسب المبرهن أعلاه فإن فا صقر واحد 


,8 على (,2-2) تحصل على كثيرة جدود (8,.:)2 





وهكذا بتكرار العملية تجد أن ل ,8 أصغاراً في المستوى © عددها يساوي « مع مراعاة 
تكرار الأصفار المضاعفة. 
(3-5-5) التوابع الميرومورفية التي عدن أقطابها منته: 
إن صف التوابع الميرومورقية هو صف أوسع من صف التوابع الصحيحة. 
تعريفب (1): يقال إن التابع ؟ ميرومورفي إذا كان نظامياً في كل جزء محدود من الستوی 
الركب باستثناء عدد منته من الأقطاب على الأكثر وليس له نقاط شاذة من نوع آخر. 
لنلاحظ أنه إذا لم يوجد أية أقطاب للتابع الميرومورفي ؟ في كل جزء محدود من 
المستوى فإنه يكون صحيحا. 
من جهة ثانية يمكن أن يكون عدد أقطاب تابع مير رفي غير منته في كل © كالتوابع 
سلب لكن ييقى العدد متهي في كل جزء حدود من © ملذا؟ كما يمكن أن 
2 


يكون عدد أقطاب التابع الميرومورفي ؟ في كل © منتهيا كالتابم ب قب, 
خا 5 “ (z+i)(z-1)‏ 


وبصورة خاصة فإن التابع الكسري العادي 3 ۴ هو تابع ميرومورني عدد أقطابه في 


كل المستوى © (أو 80 
مبرهكنت (3): الحالة البسيطة لنشر تابع ميرومورفي في كسور بسيطة: إذا كان التتابع 
رفي (۴)2 يملك في كل المستوى الموسع © عدداً منتهياً فقط من الأقطاب 
بقءی8....,یة (هتا يمكن أ 2-6 إحدى الأقطاب ,8) فبن (1)2 هو تابع كسري 
عادي وينشر في سلسلة منتهية من الكسور اليسيطة. 
r(z2)=A+f,(2)+È f(2)‏ 
س من سلسلة لوران للتابع ؟ حول النقطة = 
س مسن سلسلة لوران للتابع 6 حول القطب 





0 [(5)2-()؟] سنادم 
الإثباك: ليكن يبه +...+ "تيه - (2) ,1 و 
على الترتيب [(1-1.5) وهنا اقترضتا ,50 مرتبة 


کی لیل اتو 


القطب یہ عندئذ یکرت (2) :؟ << -(۴,)2-(2(=۴)2)ء تابع نظامي في كل 


© وبالتالي :005 (2)ع ومنه (2) صحيحة. 


المستوى الوسع © وبالتالي 
من جهة ثانية ا أن f, )z(=0‏ 1 لكل 1.5- 1 قإن (3) صحيحة. 


ملاحظت (1): المقدار (2)2 +4 هو الجزء الصحيح و (2),؟ 20 الجزء الكسري في 


منصور التابع الميرومورفي (2) 
ميرهنت (4): كل تابع مير 


مبرهنت (5): يأخذ التابع الي 


العادلة 0= ۴)z(-۸‏ قابلة للحل لکل قیمة مثیتة ۸ باستثناء لا 


إيأختها الحابعم 


وجودھما قیمتات استثنائيتان (بيكاريتان) للتابع ) 
فی 2 8ا قيمتان استنائيتان هما 


(6-5) التوابع الم ركبة الخاصة - التتمة 9: 
نقدم بعض التوايع الخاصة كتطبيقات على تكاملات مركبة تابعة لوسيط دون 


التفاصيل. ومن الهم 








2 
1) تابع احتمال الخطأ: 
)3( 


إن السلسلة (4) متقاربة لكل 2 وعندما +2 وفق النصف الموجب للمحور 
ا حقیقي فان نهاية التابع (2]ا؛ موجودة وحدودة وتساوء 
للغلیة (تلف عن ٥٥ء‏ ب۔ 0594) 
لکن من أجل مسار كيقي ل 2 نحو © لن تكن النهاية ٠۲۴‏ نا موجونة 
(لاعدودة ولا غير حدودة) وهذا ينتج - حسب (4) - كون #شافة أساسية للتابع. 


2) تابع متمم احتمال الخطاة 


rı (e)=1-ert(z)= J j FS 3 


3) ا میب التكاملي والتجيب التكاملي: 





00 )م رے..+ ج(ھ)۶+...+جھ) +1 


حيت (2) ,۴ =(2) ٥,‏ و2 وسيط مستقل عن 6. 


للحصول على الصيغ التحليلية ل (8,)2 نفاضل طرفي (11) بالنسبة ل 6 
1 
٭(ع) .2ے(عم 


(n +1)P,,, (2)-(2n+1)2P, (z)+nP,., (z2)=0 (13)‏ 
والعلاقة التدريجية (13) تحسب لتا ٠-١۴,.۴,‏ بدلالة ,۴.۴ المع 
الصيغ الرياضية لكثيرات حدود لوجاندر: 


الصيغة الأولى: 





EES 
ا‎ (x+isin Ix) at 


بما أن کل من الطرفين في المساواة السابقة يشل تابعاً نظامياً بالنسبة لقنيم »« 
الحقيقية قان هذه المساواة: تبقى صحيحة لقيم 2 > × المركبة حيث 1>إ|2| حسب مبرهئة 
الوحدانية في التوابع النظامية. أضف هذا يمكن استبدال ؛ 810 ب ؛ ٥٥ہ‏ وامجل (0,2۸) 


با جال (0,5) ماذا؟ وبعدئذ تحصل على الصيغة: 
نه cost)‏ ۔-۔ل) آ 


الصيغة الثالثةة 


أ والنحنی 
1-2 
:0 هو القطعة المستقيمة الشاقولية الواصلة بسين النقطنين 


l.x ix 


0 


دہ 


وحسب مبرهنة كوشي التكاملية نستطيع استبدال القطعة المستقيمة السابقة باللزء 


0م : “6ح يّ من دائزة الوحدة 1حاج] . بعدئذ تجد أن + 





15 و۸‎ 1 e a0 
ا 0 [ 02م‎ 


r2 ا‎ cos0-x 


الآن بوضع ٥59‏ =× ثم عزل القسم الحقيقي عن التخيلي نحصل على 


ا 


يمكن التحقق من أن )z(‏ ,۶ هو حل لمعادلة لوجاندر التفاضلية المركية 


د رووم )5 
n‏ 
(1-27)P7(z)-22P;(z)+n(n +1)P, (2)=0‏ 
5) توابع شیبشیف - لاکیر (2) ,1 
تعرف هذه التوابع بالعلاقة 


(15) 


حيث النقطة 2= 6 داخل ٠۲‏ وأن (2) ءا هو حل للمعادلة التفاضلية : 
2L, +(-1-z)L, +nl, =0‏ 
6) كثيرات حدود -ھیرمت (1,)2: 
تعرف بأنها الأمثال (2) .1 -(2) ,© في سلسلة ماك لوران التالية : 


4 


+ج.(ھ) ,7 +...+ج() 1+7 يمك 
جھ) .جع ٢۶‏ ہے 





1 
cos(narecosz) (18) 


T(z)= 


حیت 8:0082 فرع مثیت مناسب۔ 


حيث © وسیط مستقل عن 6 
بالقارنة مع الطرف الاین من (17) نجد: 


مدوم 
2 


(هكمه)(2) ,1 
ومنه نمحصل على (18). 
إن ,1 هو حل للمعادلة التفاضلية المركية: 
201-0+:221-:1 
7 توابع بیسل (2) .ل من النوع الأول والمرتبة الصحيحةة 


لیکن ٥‏ عدد صحيح . تعرف توابع بیسل (2) ,1 من الشوع الأول والمرتبة 8 
بأنها أمثال النشر: 


+3, )2(-6+3,)2( 


a9)‏ جم ےج لج )رد لا 


لنلاحظ أن السلسلة قي (19) هي سلسلة لوران اذا؟ 





لذلك نوجد (3,)2 على شكل سلسلة قوى. لدينة 


EG 27 ]20 
2 


(1,[.)2۔ 


ںا 
-کھ وأمثال جل عندما 


)010 (1("(,)2-)>(ع).1 


الحالة الخاصة عندما 7-0 يكون 


- 1 2 
3,(2)=2 ۱ 
5 )6١ ١ 2 


الصيغ التكاملية لتوايع بيسل (2),( : 
الصيغة الأولى: 


باستخدام علاقة كوشي التكاملية العامة نجد 


حيث 0< داخل ۲ 
الصيغة الثانيةة 
لتبین أن: 
cos(ne-zsino)de‏ | 50 


تلعذ 1ا6[ أو 2 كم 0, الصيغة (22) نجد: 





وو“ 


جد(وصہۃ-جم)دء ] س۔۔جە(ومت-جو)ددہ | ۰ 
2 + 


لکن التكامل الثاني في الطرف الأيمن يساوي الصفر لأن التابع المستكمل فردي 
ويمكن استبدال (0,2) ب (*,#-) ومنه تحصل على المطلوب. 
8) توابع غوص فوق الهندسية (۴).8.۲2: 
تابع غوص فوق افندسي بالوسطاء ».1,8 هو مجموع لسلسلة ماك - لوران: 


1(8)8+1+ 0 
ا الد قي (0,82,ہ)۶ 


, (a+1)..(a+n-1)6(B+1)..(B+a=1) a (o), (8), 
n!y(y+1)...(y+n-1) 2 al), 


(24) 


(a), =a(a+1)--(a+n-1),(a), =1‏ 
إن التابع (24) نظامي في قرص الوحدة ويمثل حلاً لمعادلة تفاضلية. 
بوضع 1= 4= 8=» محصل على السلسلة الهندسية المعروفة. 
٭ بوضع =-١‏ = نحصل على كثيرة حدود من الدرجة ۸ 
تی الحالة عندما 1< (م) ند تابع وص الندمج: 


.80 چے 


606 
nl(r), 


F(B,y:z) 


على سبيل التوضيح لدينة 


1) إذا کان 1= ,(8)= ,(») ,2 





ا 5 
| +۶0۸ 


يح وأنه حل للمعادلة: 


0ده) تج +2( 
2 


1 
تلد نووري 
جا 2=( 
بالقاضلة حداً حداً ونعوض في المعادلة التفاضلية المعطة 
محصل على مطابقة ما يعني أن ,ل حل هته المعادلة. 
ل تابع صحيح لأن نصف قطر تقارب سلسلة القوى الممثلة له يساوي 
وهكذا فين التوابع الخاصة #.,3,,1,,1...2, هي حلول لمعادلات تفاضلية 
مركبة و كل تابع يمكن أن يعطى يثلاثة أشكال: 
الأول بشكل صريح (بدلالة مشتق تابع) ٠‏ والثاني ضمني (بدلالة صيغة تكاملية ) 
والثالث ضمني (بدلالة سلسلة قوى). 


نترك التفاصيل للجزء الثاني ولمقرر نظرية المعادلات التفاضلية المركبة. 





كارين تخلولة 


كحرين (1): أوجد سلسلة الكل من التوابع ؟ التالية ضمن الحلقة 1 المبينة جانيه: 
5 1 
1) 12-13 6م ےق 14263 ٹم |342 ٹم 
22-6 3+ج) 2 9 ۷ ۱ 
2-1 
04۶+12 نے 1>ء| 3 — ۶2]| ٹم 3> 4 
م (z+2()z+3(‏ ۴ 


1 
3421ء 4( 04zk1‏ 2:۱4-1 6) 2ء142-16: 


الحك: لدينة 


0 





في 042+1>2 نع غ-1+ تجد في 2>|!| >0 


بي تع دن ا ا 








تحرين (2): انشر كلاً من التوابع؟ التالية في سلسلة لوران في جوار موخوذ للنقطة 8 


المبينة جانبه وحدد القسم الرئيسي من 


اد 
٠‏ 2 1 ملسمو 
و 





1 
۰-ع) !(۵+۱ 

7 
t=(2-1)+2+3 7م‎ | 


1 1 


0 ê Di n+ (=1) 


القسم الرئيسي أي الحدود ذات أسس (2-1) السالبة هو النشر السابق باستثناء 


أول حدين فيه 


بمفاضلة الطرفين حداً حداً جد 


(-"(n+1) 1‏ 2 
ہو وہ 7 


د 


ومته الأمثل المطلوية هي: 





1 


ريق (5): 


3) ماهو نوع النقطة 1 > بالنسبة للتابع 


E : :‏ 8 
) أوجد الأصقار والنقاط الشلقة اخدودة لكل من التوابع:1) | ل-! |مفه . 2) 12 
aJ er we‏ 2 


ا حل: 

sinz 
بما أن عا سس‎ )8 
(z (2-1) 


والبسط تابع تظامي لايتعدم عتد 1 


)١ )‏ الاصفار هي حجن ١-4‏ أمنه لي 62 
5 : 


أصقار بسيطة لآن مشتق التابع قیھا غیر معدوم 


(1=rk) cosrk #0‏ ك۳ 
/2 


النقطة الشافة الوحيئة هي 0 z=‏ 


عندما 0ج ند أن التابع يتذبذب ما بين 1+ و 1- فهي من نوع شافة اساسیقہ 


r. 





الاحتمال الوحيد الممكن لأصغار# هو جنور العادلة 
02-0نه أي 2 كا :4  -‏ لكن من أجل 0 - أي 0 =2 شات قابلة للإصلاح و 


د چ کاب په 


تحرين (6): أوجد النقاط الشانة في © ثم عين نوع كل نقطة من خلال النشر في سلسلة 
لوران. 


في جوار 0- ,2 نرى أن اللسلة تحتوي ثلاث حدود ذات أسس سالبة (هنا 
أمثال "2 و *2 معدومة) بالتالي النقطة 0- ,2 قطب من المرتبة الثالئة كون أعلى 


الأسس السالبة في القسم الرئيسي يساوي 3 


6 - ,2 نهد أن السلسلة تحنوي عنداً لانهائياً من أسس 2 الموجبة» 


وبائتالي فالنقطة شافة أساسية. 
2) للتابع نقطتان شلذتان 0> ,2,©ه- يذ وفي جوار أي منهما يكون: 
3 3 ۳ 
بالتالي 0- ,2 شافة أساسية و 0- ,2 قابلة للإصلاح. 
تمرك (7): أوجد التقاط الشانة في © لكل من التوابع التالية بالطريقة | 





)هذا بالتالي 21 
2 قطب من المرتية الثانية. 


2) تكتب التابع بالشكل > 
ع “ (2+î)(z-i)‏ 


=۴ نجداأن‌التقط الشاناهي 
,0= ,2 


إن ± قطباڻ بسيطان (لاذا ؟). 


ويما أن 26ة! غير موجودة (للذا ؟) فين 0ه شلئة أساسية. 





=۴ فإنه من المعادلة 0= مآ تجد = 
2 


با آن ٤>‏ وول وا 
م0 * (2) ؟ ين ) سنا ,#0,0 
فإن جميع النقاط هي أقطاب بسيطة. 
إضافة هذا فإن 2-0 نقطة ۴١‏ لكنها غير معزولة. 
6) النقاط الشافة هي K =0, ±1,٠٠١‏ :2= ,< و 0ه- .2 وهنا ,2 قابلة للإصلاح 


و6 - ,2 غير معزولة 


تهرين (8): حدد نوع النقطة ©ه لكل من التوايع؟ التالية من خلال السلوللة 


+1 
(6 < Chz (S <€ 4 2+2 3 آت,‎ @ sin |أ‎ 


2 (10 e 9 


1) شافة أساسية لان ۴ متذبذب قرب © 2) عادية لآن 1 

3) قطب من المرتية الثانية. 4) شانة أساسية. 

6) عادیة 7) صفر من المرتبة الثانية. 8) قطب من 
9 شائة أساسية. 10) شاة أساسية ٠‏ 1) شافة أساسية 


رين (9): أوجدة 
8) كل التوابع 5 التي تكون نظامية 





لل © وحسب مبرهنة ليوفيل +5دمه 
5) إذا كانت ,#(0»* ,2) النقطة الشلذة الوحيئة ل؟ ف 


فإن: 


لسلسلة متقاربة لكل (, *2) وبا ان ٭ہ٭ ,ب فين نظامي. وبالقالي 
محدود عند © والتابع الصحيح النى يمث السلسلة 1 
56 والتابع الصحيح الذي يمثل مجموع السلسلة (,-2) ,© رك حدود عند 
* اللاذا؟) وبالتالي يهب أن يكون مطابقاً لثابت هو 


ما ومن 


¢ 


۶ 


(2-2) 5 


عندما 2-0 هي القطب الوحيد ل؟ فإن 0-ج هو القطب الوحيد للتايم 
و وحيد للتابع 





م١‎ 


1 | * 0 


3 





كحارين غير مخلولة 


كربت (1): أوجد سلسلة لوران لكل من التوابع؟ التالية ضمن الحلقة 9 المبينة جانبه. 
و 1 حلقة مركزها 0 بحيث تقع النق 
4-44 ۱گ , م zoos; z0‏ 


2z 2)2-4( 


الية في سلسلة لوران حول النقطة المبينة جانبه 


ج - 1 1 1 
تحرين (3): حدد أمثال + رران ل sini‏ حول = 
2 7 چا 


رين (4): أوجد عنداً من الحدود الأولى من سلسلة لوران لكل من التوابع ؟ التالية 
ضمن ا حلقة البینة جانبم 


1 
sin‏ 
1<اء|: عع 


كرين (5): 


) حدد مرتبة القطب 0 





° (2 +9)(z+1) 


cthz 1 (4‏ < . 
2 1( 
تحرين (8): شكل تابع قيه 1- -: قابلة للإصلاح و 0< :2 قطب من المرتبة الثانية 


و1 - ب شاذة أساسية ثم أوجد سلسلة لوران له في الحلقة 1 >|2|> 0 


تحرين (9): إذا كانت .2 قطباً من المرتبة ‏ للتابع 8 فإنها قطب بسيط للتا! 


1 ٠ 
2, احسب أمثال سلسلة لوران ل۴ حول‎ 
2-2, 


تحربن (10): أثبت أن كل من التوابع التالية يملك 0 > نقطة قابلة للإصلاح ثم تخلص 


من شذوذ هنه النقطة وأوجد سلسلة ماك - لوران. 


تحرين (11): أثيت أن سلسلة 


*۸(2) 7 لر حيث: 





).1 "(1-)=(),3 
ريق (12) ليكن ؟ تابع نظامي في ساحة 2 وله 1.8- :ن2 اصفار مرٹیتھا .0م 
2)ه. “(د-ء)1 ]دم 


و(ه)ءا 2 بزلل لجه)..(لجه)ه- زه) 


3 إذا كان ...,2-,1-,0٭ 0 فين سلسلة التابع (۶),6,,2 متقاربة في 1>|| وقثل 


حلاً للمعادلة: 
z(1-z)f"+[y-(« +8+1)z]f'-af =0‏ 
4- إذا كان ,10 فإن سلسلة الصابع المندمج: (7:2 ۴)۴ متقاربة لكل 


وتحقق: ۵ ۲-0۲(ء- 





إزاحة (انسحاب) زاوية 


عبدا الزاویة 


کاخ ےڈ 
مبرهنة ذات الحدين 
بولزانور شتراس 


كوشي 
مبرهنة كوشي - كورسات 
معادلات كوشي - ريعان 


Abel's limit theorem 
Abel's theorem 

Absolute convergence 
Absolute value 
Accumulation point 
Additive identity 

Additive inverse 
Admissible parametrization 
Amplitude 

Analytic function 
Antiderivative 
Antiderivative theorem 
Are 

Are leng 

Are piecewise smooth 

Are simple 

Are smmoth 

Area mean values theorem 
Argument 

Argument principle 


Bessel's function 
Binomial theorem 
Bolzano - Weierstrass 
Boundary 

Boundary values problem 
Bounded 

Bounded set 

Branch 

Braneh cut 

Branch logarithmic 
Branch of argument 
Branch principal 


Cauchy 
Cauchy — Goursat theorem 
Cauchy — Riemann equations 





تقارب کوشی 


صيغة (علاقة) كوشي التكاملية 


قيم كوشي الأساسية 


ع به 
شايع مركب 

ا 

مستوى مركب 

جهد مركب 

مثلثية مركبة 

متغير مركب 

اتركيب - تحصيل 

اتركيب - تحصيل 

مكثف 

موصل 

دالة تطبیق (تحویل) متمائل 
مرافق 


مبرهنة دي مواقر ر ر 
مبرهنة عدم تغير التشكل (الع 
هوموتبيه الطرق إعادة تشکیل 
اث 


Cauchy convergence 
Cauchy estimate 
Cauchy integral formula 
Cauchy principal values 
Cauchy theorem for derivatives 
Center of mass 

irele of convergence 
Circulation 
Closed 
Closed curve 
Closure 
Commutative law 
Compact 
Complement 
Complex conjugate 
Complex exponential 
Complex function 
Complex number 
Complex plane 
Complex potential 
Complex trigonometry 
Complex variable 
Composition 
Composition 
Condenser 
Conductor 
Conformal mapping 
Conjugate 
Continuous 
Continuous function 
Contour 
Conv 
Convex 
Cosine 
Coursat 


Curve 


De Moiver’s theorem 
Deformation invariance theorem 
Deformation of contours 
Derivative 





اشتقاق من جهة واحدة 
قطب مزدوج (مكرر مرتین) 


قطع ناق 
مبرهنة انستروم كاكيا 
دالة كلية (أو شاملةہ صحيحة) 


Derivative, one sîded 
Dipole 

Directrix 

Dirichlet's integral 
Dirichlet's problem 
Dise 

Distributive law 


Domain 


Element 
Ellipse 
Enestromkakeya theorem 
Entire function 

Essential singularity 

Euler's equation 
Exponential 

Exponential order 
Extended complex plane 


Exterior 


Field axioms 
Fixed point 

Focus 

Fourier coefficients 

Fourier series 

Fourier transform 

Funedamental theorem of calculus 
Funetion 

Function of force 

Function of meromorphic 
Function of power 

Function of transfer 

Fundamental theorem 


Gamma function 
Gauss function 

Gauss mean value theorem 
Geometric series 

Gradient 





صیقة ادمارد 
ار 


مراقق تواققی 

تابع توافقي 

تايع تليلي (هولومورقي) 
قطع زاند 


Green's theorem 
Group 


Hadamard's formula 
Harmonic conjugate 
Harmonic function 
Holomorphic function 
Hyperbola 
Hyperbolic 


Image 
Imaginary 

Imaginary axis 
Imaginary part 
Imaginary unit 
Improper integrals 
Independence of platf 
Infinity 

Injection 

Inside 

Intensity 

Interior 

Interior point 

Inverse of function 
Inverse theorem 

Inverse transform 
Inversion 

اس ںا 

Isolated 

Isolated singularity point 


Jacobian matrix 
Jordan are theorem 
Jordan curve theorem 
Joukouwski 


Lagrange's indentity 
Laplace 

Laplace equation 
Laplace transform 





قواعد النهاية 
نهاية عليا 

نهاية من جهة واحدة 
تکامل خطي 

التحويل الكسري الخطي 
تحویل خطي 

لیوفیل 

مبرھنة لیوفیل 
الوغاريتم -- لقارتم 


سلسلة ماكلورين (ماك - لوران) 


تابع تحليلي جزئي (ميرومورقي) 
بدا اتيم الصترى 


مقياس 
انفرادی 

مبرهنة موريرا 

متعدد الترابط (الاتصال) 
متعدد الأقطاب 

عنصر الوحدة للضرب 
المقلوب بالتسبة للضرب 
متعدد القيم 


لنهاية من جهة واحلة 


واحد إلى واحد (أحادي) 


Laurent 
Laurent scires 

Laurent theorem 

Legender 

Legendre polynomial 
Leibniz 

LHopital 

L'Hopital's theorem 

Liebniz's formula 

Limit 

Limit rules 

Limit superior 

Limit, one = sided 

Line integral 

Lincar fractinal transformation 
Linear transformation 
Liouville 

Liouville's theorem 


Logarithm 


Maclaurin series 
Magnification 
Maximum principle 
Mean value theorem 
Meromorphic function 
Minimum principle 
Modulus 
Monogenic 

Morera's theorem 
Multiple connected 
Multiplet 
Multiplicative identity 
Multiplicative inverse 
Multivalued 
Multivalued function 


Neighborhood 


One = sided limit 


One-to-one 





to = one locally‏ عون 
Onto‏ 

Open 

Order 

Order of a multiplet 
Order of a pole 
Order of a zero 
Order of exponential 
Oriented contour 
Origin point 
Outside 


abola 
llelogram law 
Picard's theorem 
Piecewîse smooth 
Point at infinity 
Pointuise 
Poisson integral formula 
Poisson theorem 
Polar form 
Polar representation 
Poles 
Polynomial 
Potential 
Potential field 
Power function 
Principal branch 
Principal valve 
Pws 


Radius of convergence 


Rational function 
Real axis 

Real number 
Real part 

Region 

Regular function 





وحيدة الاتصال - بسيطة الترابط 
صفر بسيط (من المرتبة الاولى) 
تابع الجیب 


Regular point 
Removable singularity point 
Riemann 

Riemann sphere 

Riemann surface 

Riemann theorem 

Root of unity 

Rotation 

Rules of Himis 


Sehwarz lemma 
Simple connected 

Simple zero 

Sine function 

Singular points 

Singularities 

Stercographic projection 
Symmetry preserving property 


Taylor series 
Taylor theorem 
ısfer function 


Unbounded 
Uniform convergence 


Variation 
Variation ofargument 
Vector 

Vector field 

Velocity vector 


Wake 
Wejerstrass test 
Weierstrass theorem 
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ی ترقيو اللا كلما مس قبل: 


الملتور الرلتور 


محمد كردي عيد المحسن عبد المحسن 


غ ترف ی اکان لغرياس قبل: 
الملتور 


نضال الصالح 


مرق FTI‏ 
ررقت انب لی ریاس الهاعنية 











الأشكال التي لم تظهر في الكناب من خلال الطباعة 


بث | 


O0 


الشكل ائ 









































الشكل (6) 


الشكل (45) 





































































































